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Åg£g«.£g®+®2¢L©�¬�ªh©�«¥+¼1¬�ª!¶L¬�¶=ËU£g¶³¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©Í«�¨[§L¥4¨[¶L°8¯"¨[ª2£¦¬�µL¥Ê£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶Lº�©Â§¤ª2£g¶Lº�£g§¤Å¦©�¥�É
Î ¨[¶³²Ïªh©�¥2µ¤Åg®h¥Ð¬�¶Íº�©�¶³®2ª ¨[Å7Åg£g«.£g®Ñ®2¢L©�¬�ªh©�«¥.¨[¶L°Â£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶Lº�©�§¤ª2£g¶Lº�£g§¤Å¦©�¥Ñ¼1¬�ªÑ«�¨[§L¥
¢�¨�¯Ì©)±?©�©�¶§¤ªh¬e¯Ì©�°4À1¥h©�©)©"É ÒLÉ�®2¢L©�¥2µ¤ª2¯Ì©�²^¥�±³²�Ó'©�¶¤ÔÌ©�ª%ÕzÖ�×?¨[¶L° Î ¨�º ÔÌ©�²¨[¶L°¡�²^ª ¨[¶=Ë
Ø ¨[«.£gÙL¥2Ô"¨fÕgÚeÛ�× ÃCÉ�¡-¢L©�¥h©�ªh©�¥2µ¤Åg®h¥Ñ©CÜ^®h©�¶L°Ï±�¨�º ÔÝ¬e¯Ì©�ªÑ¥h¬�«©.°¤©�º�¨�°¤©�¥�Þ�¨[¶L°Ï£g¶Lº�ÅgµL°¤©
®2¢L©�¹7¬�ª2Ô�¬[¼�Á-¬�²³¨[ªh¥2Ô^²¨[¶L°�ß^º�¨[ªh¬�¹)¥2Ô^²ÊÕzà[×�Þ³á0¬�µLâ�ã�©�Å�Õzä�×�ÞÌå�¨[±5æ ¬�ÙL¥2Ô�£?¨[¶L° Î ¨[Å¦º�ãe¨[Ô
ÕgÚ�ç[×�Þ¤è%¬�µL¥h¥h©�¨[µ=Ë�é�ÒÌ©�Å¦©Õzç"Ö�×�ÞL¨[¶L°Ê½ê¬�¶¤Ò_Õzà"ç�×�¼S¬�ª)®2¢L©>¥2§:©�º�£N¨[Å�º�¨�¥h©¿¬[¼�«�¨[§L¥)¬[¼�®2¢L©
µ¤¶¤£g®`£g¶³®h©�ª2¯"¨[ÅUÉ Î ¨[ª2®2£g¶¤Ò³¨[Å¦©�¨[§¤§¤ªh¬�Ü=£g«�¨[®2£¦¬�¶L¥�Þ"°¤©�¯Ì©�Å¦¬�§:©�°Ð±�²�á0¬�ªh°=£g¶ÊÕlÛe×�Þ�¹�©�ªh©7µL¥h©�°
±³² Ø ©�ÅgÅ¦©�ª�ÕgÚ�à[×�Þ�ë�£g¯Ì©�ª ¨[¶¤£�ÕgÚ�ì[×�Þ Î ©�Åg±:¬�µ¤ª2¶L©-¨[¶L°�í%£¦º�¬�Å�ÕgÚ�î[×�Þ Î ©�Åg±:¬�µ¤ª2¶L©-¨[¶L°�¡�ï�ªhï�Ô
Õzç"ð[×�ÞL¨[¶L°+¡(²�ª ¨[¶=Ë Ø ¨[«.£gÙL¥hÔ�¨4ÕzçÌÛe×�®h¬.Ò"£g¯Ì©¿«¬�ªh©¿ÒÌ©�¶L©�ª ¨[Å�ªh©�¥hµ¤Åg®h¥�É

¡-¢¤ªh¬�µ¤Ò"¢L¬�µ¤®4®2¢¤£¦¥!§�¨[§?©�ª�Þ
(Y,B, ν)

°¤©�¶L¬�®h©�¥4¨Í§¤ªh¬�±�¨[±¤£gÅg£g®�²ñ«©�¨�¥2µ¤ªh©f¥2§�¨�º�©
¨[¶L°

T : Y → Y
¨!¶L¬�¶=ËU£g¶³¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©Ç«©�¨�¥2µ¤ªh©§¤ªh©�¥ ©�ª2¯�£g¶¤Ò+®2ª ¨[¶L¥2¼1¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶�É�¡-¢³µL¥

ν
£¦¥>£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®Ðµ¤¶L°¤©�ª

T
Þ�£UÉ�©"É

ν(T−1(A)) = ν(A)
¼1¬�ªÐ¨[ÅgÅ

A ∈ B É�¡-¢L©®2ª ¨[¶L¥s¼1©�ª
¬�§:©�ª ¨[®h¬�ª PT : L1(Y,B, ν)→ L1(Y,B, ν)

Þ=±³²Ê°¤©CòL¶¤£g®2£¦¬�¶�Þ�¥ ¨[®2£¦¥2ò�©�¥
ó
PT f(y)g(y) ν(dy) =

ó
f(y)g(T (y)) ν(dy)

¼S¬�ª�¨[ÅgÅ
f ∈ L1(Y,B, ν)

¨[¶L°
g ∈ L∞(Y,B, ν)

É
ë�©�®

h ∈ L2(Y,B, ν)
¹�£g®2¢fô

h(y) ν(dy) = 0
É�Ó0©CòL¶L©%®2¢L©�§¤ªh¬^º�©�¥h¥ {wn(t) : t ∈

[0, 1]} ±³²
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ÀsÚ"ÉgÚeÃ
wn(t) =

1√
n

[nt]−1∑

j=0

h ◦ T j ¼S¬�ª
t ∈ [0, 1], n ≥ 1

À ®2¢L©>¥2µ¤« ¼1ªh¬�«
0

®h¬ −1
£¦¥�¥h©�®%©�´³µ�¨[Å�®h¬

0
ÃCÞ¤¹�¢L©�ªh©

[x]
°¤©�¶L¬�®h©�¥)®2¢L©0£g¶�®h©�ÒÌ©�ª�§�¨[ª2®

¬[¼
x
É! �¬�ªÐ©�¨�ºh¢

y
Þ
wn(·)(y)

£¦¥�¨[¶Í©�Å¦©�«©�¶³®�¬[¼)®2¢L©¾ß�ÔÌ¬�ªh¬�Ô^¢L¬^°Â¥2§�¨�º�©
D[0, 1]

¬[¼
¨[ÅgÅ?¼ µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶L¥)¹�¢¤£¦ºh¢4¨[ªh©0ª2£gÒ"¢³®)º�¬�¶�®2£g¶³µL¬�µL¥'¨[¶L°!¢�¨�¯Ì©0Å¦©C¼1®sËU¢�¨[¶L°!Åg£g«.£g®h¥�Þ=©�´³µ¤£g§¤§:©�°
¹�£g®2¢+®2¢L©Ðß�ÔÌ¬�ªh¬�Ô^¢L¬^°Ê«©�®2ª2£¦º
%S(ψ, ψ̃) = inf

s∈S
( sup
t∈[0,1]

|ψ(t) − ψ̃(s(t))|+ sup
t∈[0,1]

|t− s(t)|), ψ, ψ̃ ∈ D[0, 1],

¹�¢L©�ªh© S £¦¥'®2¢L©Ñ¼S¨[«.£gÅg²_¬[¼�¥2®2ª2£¦º�®2Åg²+£g¶Lº�ªh©�¨�¥2£g¶¤ÒLÞ:º�¬�¶�®2£g¶³µL¬�µL¥¿«�¨[§¤§¤£g¶¤ÒÌ¥
s

¬[¼
[0, 1]¬�¶³®h¬£g®h¥h©�Å�¼�¥hµLºh¢+®2¢�¨[®

s(0) = 0
¨[¶L°

s(1) = 1
ÕgÚ"Þ?ß^©�º�®2£¦¬�¶ÂÚ�"�×�É

ë�©�® {w(t) : t ∈ [0, 1]} ±?©�¨¾¥2® ¨[¶L°L¨[ªh°ÏÁ7ªh¬�¹�¶¤£N¨[¶Ï«¬�®2£¦¬�¶�É�¡-¢¤ªh¬�µ¤Ò"¢L¬�µ¤®¿®2¢L©
§�¨[§:©�ª)®2¢L©0¶L¬�® ¨[®2£¦¬�¶

wn →d √η w,¹�¢L©�ªh©
η
£¦¥`¨�ª ¨[¶L°¤¬�« ¯�¨[ª2£N¨[±¤Å¦©(£g¶L°¤©�§?©�¶L°¤©�¶�®`¬[¼L®2¢L©�Á�ªh¬e¹�¶¤£N¨[¶Ð§¤ªh¬^º�©�¥h¥

w
Þe°¤©�¶L¬�®h©�¥

®2¢L©¿¹7©�¨[Ô!º�¬�¶�¯Ì©�ª2ÒÌ©�¶Lº�©Ñ¬[¼�®2¢L©>¥h©�´�µL©�¶Lº�©
wn

£g¶Ê®2¢L©�ß�ÔÌ¬�ªh¬�Ô�¢L¬^°+¥2§�¨�º�©
D[0, 1]

É
# µ¤ªÇ«�¨[£g¶ ªh©�¥2µ¤Åg®�Þ�¹�¢¤£¦ºh¢<£¦¥§¤ªh¬�¯Ì©�° µL¥2£g¶¤ÒÂ®h©�º ¢¤¶¤£¦´³µL©�¥¾¥2£g«.£gÅN¨[ªÇ®h¬ê®2¢L¬"¥h©+¬[¼

$ ©�Åg£gÒ"ª ¨�°_¨[¶L°&%%®h©�¯ÝÕzç"ç�×�¨[¶L° $ ©�Åg£gÒ"ª ¨�°('�)+*�,.-�Õzç"à�×�Þ¤£¦¥-®2¢L©0¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹�£g¶¤Ò/
0�1324657298 Ú;: � '�)

T < '=*?>9@�> /BA >CD'FE�) A < ,.'HGI'�*DJLK	EM'ON9E�'LJ�'FEFC A >�PQ)RES*�>JUT�@�ELGI* /
) A @�>V@�>W)YX�'�N9EM@ < * < A , A )RZ[J\N�*;]^'

(Y,B, ν)
*_>9`a,b'�) I < '&)YX�' σ / *�,cP;' < ES*(@STd*�,Y,

T
/

A >Ce*�E A *_>�)fJg'�)YJ�- * KhN�N�@�J�'
h ∈ L2(Y,B, ν) i A )YX!ô

h(y) ν(dy) = 0
A JjJLK�]FX&)YX	*_)

ÀsÚ"ÉzçÌÃ ∞∑

n=1

n−3/2
∥∥∥
n−1∑

k=0

PkTh
∥∥∥

2
<∞.

� X�'F>
ÀsÚ"ÉzàÌÃ

wn →d √η w,
i X�'FE�' η = Eν(h̃2 | I)

*�>9`
h̃ ∈ L2(Y,B, ν)

A JjJLK�]FX&)YX	*_) PT h̃ = 0
*�>9`

lim
n→∞

∥∥∥∥
1√
n

n−1∑

j=0

(h− h̃) ◦ T j
∥∥∥∥

2

= 0.

è%©�º�¨[ÅgÅ0®2¢�¨[®
T

£¦¥k'FElP�@g` A ]êÀ ¹�£g®2¢ñªh©�¥2§:©�º�®¾®h¬
ν
Ã£�¼2Þ�¼S¬�ª¾©�¨�º ¢

A ∈ B ¹�£g®2¢
T−1(A) = A

Þ�¹7©Ï¢�¨�¯Ì©
ν(A) ∈ {0, 1} É%¡-¢�µL¥+£�¼

T
£¦¥+©�ª2ÒÌ¬�°=£¦ºf®2¢L©�¶ I £¦¥4¨

®2ª2£g¯^£N¨[Å
σ
Ë�¨[ÅgÒÌ©�±¤ª ¨=Þ�¥h¬

η
£g¶ÂÀsÚ"ÉzàÌÃ�£¦¥�¨.º�¬�¶L¥2® ¨[¶�®�ª ¨[¶L°¤¬�« ¯"¨[ª2£N¨[±¤Å¦©"Énm7¬�¶L¥h©�´�µL©�¶³®2Åg²ÌÞ

¡-¢L©�¬�ªh©�« Ú�¥2£gÒ"¶¤£�ò�º�¨[¶³®2Åg²fÒÌ©�¶L©�ª ¨[Åg£gã�©�¥ÕzçÌÛ¤Þ5¡-¢L©�¬�ªh©�«o"�×�Þ?¹�¢L©�ªh©�£g®0¹7¨�¥>¨�¥ ¥2µ¤«©�°
®2¢�¨[®

T
£¦¥)©�ª2ÒÌ¬^°=£¦ºÑ¨[¶L°!®2¢L©�ªh©¿£¦¥

α < 1/2
¥2µLºh¢Ê®2¢�¨[®

∥∥∥
n−1∑

k=0

PkTh
∥∥∥

2
= O(nα)

À ¹�©>µL¥h©0®2¢L©¿¶L¬�® ¨[®2£¦¬�¶
b(n) = O(a(n))

£�¼
lim supn→∞ b(n)/a(n) <∞ ÃCÉ
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%'¥2µ�¨[ÅgÅg²ÌÞ=£g¶Ê§¤ªh¬e¯�£g¶¤Òº�©�¶�®2ª ¨[Å�Åg£g«.£g®)®2¢L©�¬�ªh©�«¥-¼S¬�ª�¥2§?©�º�£�ò�º¿©CÜL¨[«.§¤Å¦©�¥)¬[¼`®2ª ¨[¶L¥sË
¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶L¥`¬�¶L©�¨�¥h¥hµ¤«©�¥�®2¢�¨[®`®2¢L©7®2ª ¨[¶L¥s¼1¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶�£¦¥�«.£�Ü^£g¶¤ÒLÉD L¬�ª�¶L¬�¶=ËU£g¶³¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©
©�ª2ÒÌ¬^°=£¦º%®2ª ¨[¶L¥2¼1¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶L¥-¼S¬�ª-¹�¢¤£¦ºh¢Ê®2¢L©'®2ª ¨[¶L¥s¼S©�ª�¬�§?©�ª ¨[®h¬�ª�£¦¥-´�µ�¨�¥2£�Ë�º�¬�«.§�¨�º�®)¬�¶
¥h¬�«©�¥2µ¤±L¥2§�¨�º�©

F ⊂ L2(ν)
¹�£g®2¢f¶L¬�ª2« | · | ≥ ‖·‖2 Þ?®2¢L©Ðº�©�¶�®2ª ¨[Å�Åg£g«.£g®0®2¢L©�¬�ªh©�«

¨[¶L°Ç£g®h¥(¼1µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶�¨[Å:¯Ì©�ªh¥2£¦¬�¶¾¹7¨�¥7Ò"£g¯Ì©�¶!£g¶ Î ©�Åg±?¬�µ¤ª2¶L©0¨[¶L°!í�£¦º�¬�Å�ÕgÚ�î�×�É¤ß�£g¶Lº�©'´�µ�¨�Ë
¥2£¦º�¬�«.§�¨�º�®2¶L©�¥h¥�£g«.§¤Åg£¦©�¥)©CÜ=§?¬�¶L©�¶�®2£N¨[Å�°¤©�º�¨�²Ê¬[¼�®2¢L©

L2 ¶L¬�ª2«+ÞL¬�µ¤ª)ªh©�¥hµ¤Åg®�¨[§¤§¤Åg£¦©�¥�Þ
®2¢³µL¥Ð©CÜ^®h©�¶L°=£g¶¤Ò4®2¢L©�ªh©�¥2µ¤Åg®h¥Ñ¬[¼0ÕgÚ�î[×�®h¬!®2¢L©.¶L¬�¶=Ë�©�ª2ÒÌ¬^°=£¦ºº�¨�¥h©"É3 L¬�ª>©CÜL¨[«.§¤Å¦©�¥Ñ¬[¼
®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶L¥�£g¶Ð¹�¢¤£¦º ¢�®2¢L©�°¤©�º�¨�²Ñ¬[¼L®2¢L©

L2 ¶L¬�ª2« £¦¥`¥2Å¦¬�¹7©�ª`®2¢�¨[¶�©CÜ=§?¬�¶L©�¶�®2£N¨[Å
¨[¶L°+¬�µ¤ª�ªh©�¥2µ¤Åg®h¥'¨[§¤§¤Åg²ÌÞL¥h©�©.ÕzçÌÛ�×�É

� ¶®2¢L©)º�¨�¥ ©)¬[¼�£g¶³¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©%®2ª ¨[¶L¥s¼1¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶L¥eÞÌ¶L¬�¶=Ë�©�ª2ÒÌ¬^°=£¦º�¯Ì©�ªh¥2£¦¬�¶L¥�¬[¼�®2¢L©)º�©�¶=Ë
®2ª ¨[Å�Åg£g«.£g®%®2¢L©�¬�ªh©�«Ä¨[¶L°_£g®h¥%¼ µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶�¨[Å�ÒÌ©�¶L©�ª ¨[Åg£gãe¨[®2£¦¬�¶L¥¿¹7©�ªh©�¥2®2µL°=£¦©�°Ý±³²���¬�Åg¶��
Õzç"ä��^à=ÚC×-µL¥2£g¶¤Ò4«�¨[ª2®2£g¶¤Ò³¨[Å¦©Ê¨[§¤§¤ªh¬�Ü=£g«�¨[®2£¦¬�¶L¥�É � ¶�¨Êªh©�º�©�¶�®�ªh©�¯�£¦©�¹ ±³² Î ©�ª2Å¦©�¯� �°¤©
'�)�*�,b-¤Õzç=Ú�×�Þ[®2¢L©-¹�©�¨[Ô�£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶Lº�©�§¤ª2£g¶Lº�£g§¤Å¦©)¹7¨�¥�¥2®2µL°=£¦©�°.¼1¬�ª�¥2® ¨[®2£¦¬�¶�¨[ª2².¥h©�´�µL©�¶Lº�©�¥
(Xk)k∈Z

¹�¢¤£¦ºh¢�Þ�£g¶ê§�¨[ª2®2£¦º�µ¤ÅN¨[ª�Þ�º�¨[¶ê±?©.°¤©�¥ º�ª2£g±?©�°ê¨�¥
Xk = X0 ◦ T k

Þ:¹�¢L©�ªh©
T£¦¥-¨¿«©�¨�¥2µ¤ªh©�§¤ªh©�¥h©�ª2¯�£g¶¤Ò�£g¶³¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©'®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶!¬�¶¾¨¿§¤ªh¬�±�¨[±¤£gÅg£g®�²Ç¥2§�¨�º�©'¨[¶L°

X0
£¦¥'«©�¨�¥2µ¤ª ¨[±¤Å¦©�¹�£g®2¢Ïªh©�¥2§:©�º�®'®h¬Ê¨

σ
Ë�¨[ÅgÒÌ©�±¤ª ¨ F0

¥2µLºh¢f®2¢�¨[® F0 ⊂ T−1(F0)
É

m�¢L¬^¬"¥2£g¶¤Ò¾¨
σ
Ë�¨[ÅgÒÌ©�±¤ª ¨ F0

¼S¬�ª%¨.¥2§:©�º�£�ò�º>©CÜL¨[«.§¤Å¦©Ñ¬[¼�£g¶³¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©Ð®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶
£¦¥�¶L¬�®�¨[¶©�¨�¥2²>® ¨�¥2Ô�¨[¶L°�®2¢L©7ªh©�´³µ¤£gªh©�«©�¶�®�®2¢�¨[®

X0
£¦¥ F0

ËU«©�¨�¥hµ¤ª ¨[±¤Å¦©�«�¨�²�¥h¬�«©CË
®2£g«©�¥'±?©Ð®h¬^¬�ªh©�¥2®2ª2£¦º�®2£g¯Ì©ÊÀ1¥h©�©¾Õ "�Þ`Ú�ì�× ÃCÉ:ß^¬�«©�®2£g«©�¥eÞ:£g®%£¦¥%§?¬"¥ ¥2£g±¤Å¦©Ñ®h¬Çªh©�°=µLº�©.¨[¶
£g¶³¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©0®2ª ¨[¶L¥2¼1¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶!®h¬�¨>¶L¬�¶=ËU£g¶�¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©¿¬�¶L©�À1¥ ©�©ÑÕzç"ð¤Þ=çÌÛe× ÃCÉ # µ¤ª7ªh©�¥2µ¤Åg®7£g¶
®2¢L©�¶L¬�¶=ËU£g¶�¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©�º�¨�¥h©(©CÜ=®h©�¶L°¤¥7Õzç"ç¤Þe¡-¢L©�¬�ªh©�« Ú"ÉgÚC×�Þe¹�¢¤£¦º ¢Ð£¦¥`¨[Å¦¥h¬)®h¬%±:©�¼1¬�µ¤¶L°Ñ£g¶
Õzç=ÚÌÞ=¡-¢L©�¬�ªh©�« Ú"ÚC×�Þ=¹�¢L©�ªh©>¨�º�¬�¶L°=£g®2£¦¬�¶+£g¶³®2ªh¬^°=µLº�©�°Ê±�² Î ¨�Ü^¹7©�ÅgÅ�¨[¶L°!½ê¬�¬^°=ªh¬�¬[¼S©
ÕgÚ�ä[×�£¦¥'¨�¥h¥2µ¤«©�°�É � ¶ÍÕzçÌÛe×�®2¢L©Ñº�¬�¶L°=£g®2£¦¬�¶Ý¹7¨�¥%®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«©�°4®h¬Ç©�´³µ�¨[®2£¦¬�¶ ÀsÚ"ÉzçÌÃ�É � ¶
®2¢L©%§¤ªh¬�¬[¼�¬[¼�¬�µ¤ª-ªh©�¥2µ¤Åg®7¹�©'µL¥h©%¡-¢L©�¬�ªh©�« "LÉzç>£g¶!Á7£gÅgÅg£g¶¤ÒÌ¥2Å¦©�²4ÕgÚ�×�¨[¶L°!¨[§¤§¤ªh¬�Ü=£g«�¨�Ë
®2£¦¬�¶Ï®h©�ºh¢¤¶¤£¦´�µL©�¥>¹�¢¤£¦º ¢ê¹�©�ªh©�«¬�®2£g¯"¨[®h©�°Ï±�²�Õzç"ç�×�É�¡-¢L©.º�¬�ª2ªh©�¥2§:¬�¶L°=£g¶¤Ò+«�¨�Ü=£g«�¨[Å
£g¶L©�´�µ�¨[Åg£g®�² £g¶ ¬�µ¤ª.¶L¬�¶=ËU£g¶³¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©4¥ ©�®2®2£g¶¤ÒÏ£¦¥.¥2® ¨[®h©�° £g¶ $ ªh¬�§:¬"¥2£g®2£¦¬�¶#Ú"Þ�¨[¶L° £g®h¥
§¤ªh¬^¬[¼sÞ�±�¨�¥h©�°4¬�¶+£¦°¤©�¨�¥'¬[¼�Õzç"à�×�ÞL£¦¥�§¤ªh¬�¯^£¦°¤©�°4£g¶"!�§¤§:©�¶L°=£�Ü&"LÉ "¼S¬�ª�º�¬�«.§¤Å¦©�®h©�¶L©�¥h¥eÉ
!'¥¿£g¶ Õzç"ç[×�Þ�®2¢L©ª ¨[¶L°¤¬�«Ä¯"¨[ª2£N¨[±¤Å¦©

η
£g¶Â¡-¢L©�¬�ªh©�« Ú�º�¨[¶Í¨[Å¦¥h¬Ê±:©¬�±¤® ¨[£g¶L©�°Í¨�¥�¨

Åg£g«.£g®)£g¶
L1 Þ=¹�¢¤£¦ºh¢4¹7©>¥2® ¨[®h©0£g¶#!%§¤§:©�¶L°=£�Ü "LÉ "LÉ

¡-¢L©4¬�µ¤®2Åg£g¶L©+¬[¼'®2¢L©!§�¨[§:©�ª£¦¥¨�¥�¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹)¥eÉ$!)¼1®h©�ª.®2¢L©Ê§¤ªh©�¥h©�¶�® ¨[®2£¦¬�¶»¬[¼0¥h¬�«©
±�¨�ºhÔ^Ò"ªh¬�µ¤¶L°Ç«�¨[®h©�ª2£N¨[Å5£g¶Êß^©�º�®2£¦¬�¶¾ç=ÞÌ¹7©)®2µ¤ª2¶Ç®h¬Ð¨0§¤ªh¬^¬[¼�¬[¼�¬�µ¤ª(«�¨[£g¶Ç¡-¢L©�¬�ªh©�« Ú
£g¶ ß^©�º�®2£¦¬�¶ à=É�ß^©�º�®2£¦¬�¶ "Ý£g¶³®2ªh¬^°=µLº�©�¥¨�¥2²^«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²ê§:©�ª2£¦¬�°=£¦ºÇ®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶L¥
¨�¥>¨¾¥2§:©�º�£�ò�º�©CÜL¨[«.§¤Å¦©.¬[¼-¨¾¥2²=¥2®h©�« ®h¬¾¹�¢¤£¦ºh¢ê¡-¢L©�¬�ªh©�« Ú.¨[§¤§¤Åg£¦©�¥�É:½ê©.¨[¶�¨[Åg²^ã�©
®2¢L©Ê¥2§:©�º�£�ò�º!©CÜ¤¨[«.§¤Å¦©Ê¬[¼¿¨[¶ ¨�¥h²�«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²�§?©�ª2£¦¬^°=£¦º¾¼U¨[«.£gÅg²Í¬[¼%®h©�¶�®.«�¨[§L¥�£g¶
ß^©�º�®2£¦¬�¶&"LÉ "LÉ

%��'&>�)(
*1�,+Â�1��-¤���.(0/"��¡-¢L©-°¤©CòL¶¤£g®2£¦¬�¶.¬[¼�®2¢L© $ ©�ª2ªh¬�¶��� ¤ªh¬�±:©�¶¤£gµL¥%À ®2ª ¨[¶L¥2¼1©�ª�Ã�¬�§=Ë
©�ª ¨[®h¬�ª�¼1¬�ª

T
°¤©�§:©�¶L°¤¥.¬�¶ ¨+Ò"£g¯Ì©�¶

σ
ËSòL¶¤£g®h©¾«©�¨�¥2µ¤ªh©

µ
¬�¶�®2¢L©Ç«©�¨�¥hµ¤ªh©Ç¥2§�¨�º�©

(Y,B)
¹�£g®2¢ ªh©�¥2§:©�º�®4®h¬»¹�¢¤£¦ºh¢

T
£¦¥4¶L¬�¶=Ë�¥h£g¶¤Ò"µ¤ÅN¨[ª�Þ0£UÉ�©"É

µ(T−1(A)) = 0
¼1¬�ª

¨[ÅgÅ
A ∈ B ¹�£g®2¢

µ(A) = 0
É%á'£g¯Ì©�¶ ¥hµLºh¢ ¨ «©�¨�¥2µ¤ªh©Ï®2¢L© )REM*�>�JYT�'FE @FN�'FEM*_)\@�E

P : L1(Y,B, µ) → L1(Y,B, µ)
£¦¥%°¤©CòL¶L©�°Ý¨�¥�¼1¬�ÅgÅ¦¬e¹)¥�É� �¬�ª'¨[¶³²

f ∈ L1(Y,B, µ)
Þ

®2¢L©�ªh©¿£¦¥�¨�µ¤¶¤£¦´�µL©>©�Å¦©�«©�¶�®
Pf

£g¶
L1(Y,B, µ)

¥2µLº ¢+®2¢�¨[®
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ÀSç=ÉgÚeÃ ó

A

Pf(y)µ(dy) =
ó

T−1(A)

f(y)µ(dy)
¼1¬�ª�¨[ÅgÅ

A ∈ B.

¡-¢¤£¦¥`£g¶Ð®2µ¤ª2¶�Ò"£g¯Ì©�¥`ª2£¦¥h©�®h¬'°=£���©�ªh©�¶³®�¬�§?©�ª ¨[®h¬�ªh¥�¼S¬�ª`°=£���©�ªh©�¶³®`µ¤¶L°¤©�ª2Åg²^£g¶¤Ò'«©�¨�¥hµ¤ªh©�¥
¬�¶ B É�¡-¢�µL¥>£�¼

ν
£¦¥¿£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶³®Ñ¼1¬�ª

T
Þ:®2¢L©�¶

T
£¦¥¿¶L¬�¶=Ë�¥2£g¶¤Ò"µ¤ÅN¨[ªÐ¨[¶L°ê®2¢L©�®2ª ¨[¶L¥s¼1©�ª

¬�§:©�ª ¨[®h¬�ª PT : L1(Y,B, ν)→ L1(Y,B, ν)
£¦¥-¹7©�ÅgÅ�°¤©CòL¶L©�°�ÉL¸%©�ªh©'¹7©0¹�ª2£g®h© PT ®h¬

©�«.§¤¢�¨�¥2£gã�©¿®2¢�¨[®�®2¢L©¿µ¤¶L°¤©�ª2Åg²�£g¶¤Ò�«©�¨�¥2µ¤ªh©
ν

£¦¥�£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®�µ¤¶L°¤©�ª
T

É
¡-¢L©���@h@LN9GI*�>k@LN�'FEM*_)\@�E�£¦¥)°¤©CòL¶L©�°4±³²

UT f = f ◦ T
¼S¬�ª!©�¯Ì©�ª2²»«©�¨�¥2µ¤ª ¨[±¤Å¦©

f : Y → R É � ¶<§�¨[ª2®2£¦º�µ¤ÅN¨[ª�Þ
UT

£¦¥Ê¨[Å¦¥h¬�¹7©�ÅgÅÑ°¤©CòL¶L©�°
¼S¬�ª

f ∈ L1(Y,B, ν)
¨[¶L° £¦¥�¨[¶ £¦¥ ¬�«©�®2ª2² ¬[¼

L1(Y,B, ν)
£g¶³®h¬

L1(Y,B, ν)
Þ�£UÉ�©"É

‖UT f‖1 = ‖f‖1
¼S¬�ª¨[ÅgÅ

f ∈ L1(Y,B, ν)
É(ß�£g¶Lº�©+®2¢L©Ê«©�¨�¥2µ¤ªh©

ν
£¦¥�òL¶¤£g®h©"Þ�¹�©

¢�¨�¯Ì©
Lp(Y,B, ν) ⊂ L1(Y,B, ν)

¼S¬�ª
p ≥ 1

É�¡-¢L©�¬�§?©�ª ¨[®h¬�ª
UT : Lp(Y,B, ν) →

Lp(Y,B, ν)
£¦¥�¨[Å¦¥h¬¨[¶4£¦¥h¬�«©�®2ª2²Ê¬�¶

Lp(Y,B, ν)
É

¡-¢L©¼1¬�ÅgÅ¦¬e¹�£g¶¤Ò4ªh©�ÅN¨[®2£¦¬�¶L¥Ð¢L¬�Å¦°ê±:©�®�¹7©�©�¶Í®2¢L©¬�§:©�ª ¨[®h¬�ªh¥
UT ,PT : L1(Y,B, ν)

→ L1(Y,B, ν)
/

ÀSç=ÉzçÌÃ PTUT f = f
¨[¶L°

UTPT f = Eν(f |T−1(B))
¼S¬�ª

f ∈ L1(Y,B, ν),
¹�¢L©�ªh©

Eν(· |T−1(B)) : L1(Y,B, ν)→ L1(Y, T−1(B), ν)
£¦¥

®2¢L©¬�§:©�ª ¨[®h¬�ª>¬[¼-º�¬�¶L°=£g®2£¦¬�¶�¨[Å7©CÜ^§:©�º�® ¨[®2£¦¬�¶�É�í'¬�®h©.®2¢�¨[®¿£�¼-®2¢L©.®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶
T£¦¥�£g¶�¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©>®2¢L©�¶

UTPT f = f
¼1¬�ª

f ∈ L1(Y,B, ν)
É

0�1324657298 ç: � '�)
T < '=*?>9@�> /BA >CD'FE�) A < ,.'HGI'�*DJLK	EM'ON9E�'LJ�'FEFC A >�PQ)RES*�>JUT�@�ELGI* /

) A @�>V@�>W)YX�'�N9EM@ < * < A , A )RZ[J\N�*;]^'
(Y,B, ν)

*_>9`a,b'�) I < '&)YX�' σ / *�,cP;' < ES*(@STd*�,Y,
T
/

A >Ce*�E A *_>�)fJg'�)YJ�- * KhN�N�@�J�'�)YX	*_)
h ∈ L2(Y,B, ν)

A JjJFK�]FX&)YX	*�) PTh = 0
- � X�'F>

wn →d √η w,
i X�'FE�' η = Eν(h

2 | I)
A Jj*IES*�>n`�@�G Ce*�E A * < ,b' A >9`;'BN'F>9`;'F>9)�@ST )YX�' 6 EM@ i > A *�> GI@ /

) A @�> {w(t) : t ∈ [0, 1]} -
; ES@g@MT�->½»¢L©�¶

T
£¦¥�©�ª2ÒÌ¬�°=£¦º"Þ�¨%°=£gªh©�º�®�§¤ªh¬^¬[¼L±�¨�¥h©�°Ñ¬�¶�®2¢L©�¼U¨�º�®�®2¢�¨[®`®2¢L©(¼S¨[«.£gÅg²

{
T−n+j(B),

1√
n
h ◦ T n−j : 1 ≤ j ≤ n, n ≥ 1

}

£¦¥�¨Ê«�¨[ª2®2£g¶¤Ò³¨[Å¦©Ê°=£���©�ªh©�¶Lº�©¾¨[ª2ª ¨�²ê£¦¥ÑÒ"£g¯Ì©�¶�£g¶ñÕgÚeÛ=Þ�!%§¤§?©�¶L°=£�Ü !�×-¨[¶L°ÍµL¥h©�¥Ð®2¢L©
«�¨[ª2®2£g¶¤Ò³¨[Å¦©�º�©�¶³®2ª ¨[Å`Åg£g«.£g®%®2¢L©�¬�ªh©�« À1ºC¼2É�Õzç=Þ�¡-¢L©�¬�ªh©�« à"Ö=ÉgÚ�ç�× Ã)®h¬�ÒÌ©�®2¢L©�ª'¹�£g®2¢_®2¢L©
Á7£gª2Ô�¢L¬��+©�ª2ÒÌ¬^°=£¦º)®2¢L©�¬�ªh©�«+É�¡-¢¤£¦¥(º�¨[¶�±:©�©CÜ=®h©�¶L°¤©�°®h¬>®2¢L©�º�¨�¥h©)¬[¼�¶L¬�¶=Ë�©�ª2ÒÌ¬�°=£¦º

T±³²4µL¥2£g¶¤Ò+¨¯Ì©�ªh¥2£¦¬�¶Ï¬[¼�®2¢L©�«�¨[ª2®2£g¶¤Ò³¨[Å¦©.º�©�¶³®2ª ¨[Å�Åg£g«.£g®0®2¢L©�¬�ªh©�« °=µL©Ð®h¬¾é�¨[Ò"Å¦©�¥h¬�¶
Õzì=Þ9m7¬�ªh¬�ÅgÅN¨[ª2²!§�ÉLÖ"ì=ÚC×�É

���	��8�
��2 Ú;:>½ê©'£gÅgÅgµL¥2®2ª ¨[®h©¿¡-¢L©�¬�ªh©�« çÐ¹�£g®2¢+¨[¶!©CÜL¨[«.§¤Å¦©"É¤ë�©�®
T : [0, 1]→

[0, 1]
±?©¿°¤©CòL¶L©�°+±³²
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T (y) =





2y, y ∈ [0, 1/4),

2y − 1/2, y ∈ [1/4, 3/4),

2y − 1, y ∈ [3/4, 1].
# ±L¥h©�ª2¯Ì©4®2¢�¨[®®2¢L©+ë�©�±:©�¥2Ò"µL©+«©�¨�¥hµ¤ªh©+¬�¶

([0, 1],B([0, 1]))
£¦¥£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®¼S¬�ª

T¨[¶L°_®2¢�¨[®
T

£¦¥%¶L¬�®0©�ª2ÒÌ¬�°=£¦º�¥2£g¶Lº�©
T−1([0, 1/2]) = [0, 1/2]

¨[¶L°
T−1([1/2, 1]) =

[1/2, 1]
ÉL¡-¢L©¿®2ª ¨[¶L¥s¼S©�ª)¬�§?©�ª ¨[®h¬�ª�£¦¥�Ò"£g¯Ì©�¶+±³²

PT f(y) =
1

2
f

(
1

2
y

)
1[0,1/2)(y) +

1

2
f

(
1

2
y +

1

4

)
+

1

2
f

(
1

2
y +

1

2

)
1[1/2,1](y).

m7¬�¶L¥2£¦°¤©�ª)®2¢L©¿¼ µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶

h(y) =





1, y ∈ [0, 1/4)
Þ

−1, y ∈ [1/4, 1/2),

−2, y ∈ [1/2, 3/4),

2, y ∈ [3/4, 1].
! ¥h®2ª ¨[£gÒ"¢³®s¼S¬�ª2¹7¨[ªh°�º�¨[Å¦º�µ¤ÅN¨[®2£¦¬�¶¾¥2¢L¬�¹)¥�®2¢�¨[® PTh = 0

¨[¶L°
Eν(h

2 | I) = 1[0,1/2] +
4 · 1[1/2,1]

É¤¡-¢�µL¥�¡-¢L©�¬�ªh©�« ç�¥h¢L¬�¹)¥)®2¢�¨[®

wn →d
√
Eν(h2 | I)w.

� ¶Ç§�¨[ª2®2£¦º�µ¤ÅN¨[ª�Þ¤®2¢L©0¬�¶L©CË�°=£g«©�¶L¥2£¦¬�¶�¨[Å�°=£¦¥h®2ª2£g±¤µ¤®2£¦¬�¶+¬[¼�®2¢L©'§¤ªh¬�º�©�¥h¥ √
Eν(h2 | I)w¢�¨�¥�¨.°¤©�¶L¥h£g®�²!©�´³µ�¨[Å�®h¬

1

2

1√
2πt

exp

(
−x

2

2t

)
+

1

2

1√
8πt

exp

(
−x

2

8t

)
, x ∈ R.

� ¶ ÒÌ©�¶L©�ª ¨[ÅUÞ�¼S¬�ª�¨fÒ"£g¯Ì©�¶
h

®2¢L©Ê©�´�µ�¨[®2£¦¬�¶ PTh = 0
«�¨�²�¶L¬�®.±:©Ê¥ ¨[®2£¦¥sò�©�°�É

¡-¢L©�¶Ê®2¢L©¿£¦°¤©�¨�£¦¥-®h¬�¹�ª2£g®h©
h

¨�¥)¨�¥2µ¤« ¬[¼`®�¹�¬�¼1µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶L¥�Þ¤¬�¶L©¿¬[¼�¹�¢¤£¦ºh¢4¥ ¨[®2£¦¥2ò�©�¥
®2¢L©¨�¥h¥2µ¤«.§¤®2£¦¬�¶L¥Ð¬[¼-¡-¢L©�¬�ªh©�« ç¾¹�¢¤£gÅ¦©.®2¢L©¬�®2¢L©�ª¿£¦¥¿£gª2ªh©�Å¦©�¯"¨[¶³®Ñ¼1¬�ª¿®2¢L©.º�¬�¶�¯Ì©�ªsË
ÒÌ©�¶Lº�©)®h¬Ñ¢L¬�Å¦°�É0!-®�Å¦©�¨�¥2®7¨0§�¨[ª2®7¬[¼�®2¢L©�º�¬�¶Lº�ÅgµL¥2£¦¬�¶L¥-¬[¼�¡-¢L©�¬�ªh©�« Ú)£¦¥�Ò"£g¯Ì©�¶¾£g¶®2¢L©
¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹�£g¶¤Ò

0�1324657298 à+À1¡(²�ª ¨[¶=Ë Ø ¨[«.£gÙL¥2Ô"¨!ÕzçÌÛ^Þ^¡-¢L©�¬�ªh©�« à�× Ã�: � '�)
T < ' * >n@�> /BA >CD'�EF) /A < ,.' G='M*�JLK	EM'&N9E�'LJg'FELC A >�P )RES*�>JUT�@�ELGI*_) A @�> @�> )YX�'dN9EM@ < * < A , A )RZVJ\N�*;]^'

(Y,B, ν)
-

* KhN�N�@DJg'
h ∈ L2(Y,B, ν) i A )YX ô

h(y) ν(dy) = 0
A JOJFK�]�Xd)YX�*_)ÑÀsÚ"ÉzçÌÃ X	@�,.`DJ�- � X�'�>

)YX�'FE�'H'�� A JF)YJ
h̃ ∈ L2(Y,B, ν)

JFK�]�Xd)YX�*_) PT h̃ = 0
*�>9`

1√
n

n−1∑

j=0

(h− h̃) ◦ T j → 0

A >
L2(Y,B, ν)

*DJ
n→∞.

½ê©>¹�£gÅgÅ�µL¥h©¿®2¢L©'¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹�£g¶¤Ò�®�¹�¬�ªh©�¥2µ¤Åg®h¥-¼S¬�ª)¥2µ¤±�¨�°¤°=£g®2£g¯Ì©Ñ¥h©�´�µL©�¶Lº�©�¥�É
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��298j8 � Ú!À $ ©�Åg£gÒ"ª ¨�°_¨[¶L°d%�®h©�¯ÝÕzç"ç=Þ^ë�©�«.«�¨ç=Ézä�× Ã�: � '�)

Vn < ' * JFK < *;`�` A ) A CD'J�'���K�'�>9]^'I@MT >9@�> / >n'lP�*_) A CD'�>K	G < 'FELJ�- * KgN�N�@DJ�'�)YX	*_) ∑∞n=1 n
−3/2Vn <∞

- � X�'F>

lim
m→∞

1√
m

∞∑

j=0

Vm2j

2j/2
= 0.

��298j8 � ç: � '�)
Vn < 'a*kJLK < *�`�` A ) A CD' J�'���K�'�>9]^'k@MTd>9@�> / >n'lP�*_) A CD'Q>K	G < 'FELJ�-� X�'F> T�@�E='FCD'FEFZ A >�)B'lP;'�E

r ≥ 2
)YX�'FE�'?'�� A JF)O) i @ N�@�J A ) A CD' ]�@_>�JF)\*�>9)YJ C1, C2

ÀM`;' /
N�'F>n` A >	P @_>

r
ÃOJFK�]FX&)YX	*�)

C1

∞∑

j=0

Vrj

rj/2
≤
∞∑

n=1

Vn

n3/2
≤ C2

∞∑

j=0

Vrj

rj/2
.

; ES@g@MT�->½»¢L©�¶
r = 2

Þ=®2¢L©'ªh©�¥2µ¤Åg®7¼1¬�ÅgÅ¦¬e¹)¥-¼ ªh¬�« ë�©�«.«�¨.ç=ÉlÛÐ¬[¼-Õzç"ç[×�Þ^®2¢L©%§¤ªh¬^¬[¼
¬[¼�¹�¢¤£¦ºh¢_º�¨[¶Ê±:©¿©�¨�¥2£gÅg²Ê©CÜ=®h©�¶L°¤©�°Ê®h¬�®2¢L©>º�¨�¥h©¿¬[¼�¨[ª2±¤£g®2ª ¨[ª2²

r > 2
É

����� -����,+ -'*��1� (	��� -'*1�N��
 -L���»�� (��`�������)������� (³�5��(�+ �5�Ð½ê©>¥h® ¨[ª2®)±³²
òLªh¥2®`¥2® ¨[®2£g¶¤Ò%¬�µ¤ª�ÔÌ©�²¿«�¨�Ü^£g«�¨[Å�£g¶L©�´³µ�¨[Åg£g®�²>¹�¢¤£¦ºh¢�£¦¥�¨[¶�¨[Å¦¬�ÒÌ¬�µL¥`®h¬ $ ªh¬�§?¬"¥2£g®2£¦¬�¶�ç=Ézà
£g¶êÕzç"ç[×�É

� 5�4 
4�������Y4�� Ú;: � '�)
n, q < ' A >�)B'\P;'FELJIJLK�]FX )YX	*_)

2q−1 ≤ n < 2q
- � T

T
A J

*?>9@_> /BA >CD'FE�) A < ,.' GI'�*DJLK	EM'jN9E�'LJ�'�ELC A >�P )RES*�>JUT�@�ELGI*_) A @�> @�> )YX�' N9EM@ < * < A , A )RZ?JBN�*�]^'
(Y,B, ν)

*�>n`
f ∈ L2(Y,B, ν)

Þ6)YX�'F>

ÀSà=ÉgÚeÃ ∥∥∥∥ max
1≤k≤n

∣∣∣
k−1∑

j=0

f ◦ T j
∣∣∣
∥∥∥∥

2

≤ √n (3‖f − UTPT f‖2 + 4
√

2∆q(f)),

i X�'FE�'

ÀSà=ÉzçÌÃ
∆q(f) =

q−1∑

j=0

2−j/2
∥∥∥

2j∑

k=1

PkT f
∥∥∥

2
.

� ¶¾¹�¢�¨[®�¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹)¥7¹7©0¨�¥ ¥2µ¤«©'®2¢�¨[®
T

£¦¥�¨>¶L¬�¶=ËU£g¶�¯Ì©�ª2®2£g±¤Å¦©¿«©�¨�¥2µ¤ªh©'§¤ªh©�¥h©�ª2¯^£g¶¤Ò
®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶_¬�¶Ê®2¢L©¿§¤ªh¬�±�¨[±¤£gÅg£g®�²+¥2§�¨�º�©

(Y,B, ν)
É

� 5�4 
4�������Y4�� ç: � '�)
h ∈ L2(Y,B, ν)

-�� '! > '

ÀSà=ÉzàÌÃ
hm =

1√
m

m−1∑

j=0

h ◦ T j *_>9`
wk,m(t) =

1√
k

[kt]−1∑

j=0

hm ◦ Tmj

T�@�E
m, k ∈ N *�>9`

t ∈ [0, 1]
- � '�)?K;J )\*#"�' *�>

m
JLK�]FX )YX	*�) )YX�' J�'$��K�'F>n]^'

‖max1≤l≤k |wk,m(l/k)| ‖2
A J < @�K	>9`;'M`�- � X�'F>

lim
n→∞

‖ sup
0≤t≤1

|wn,1(t)− w[n/m],m(t)| ‖2 = 0.
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; ES@g@MT�-Ñë�©�®
kn = [n/m]

É=½ê©¿¢�¨�¯Ì©

|wn,1(t)−wkn,m(t)| ≤ 1√
n

∣∣∣
[nt]−1∑

j=m[knt]

h◦T j
∣∣∣+
(

1√
kn
−
√
m√
n

)∣∣∣
[knt]−1∑

j=0

hm◦Tmj
∣∣∣,

¹�¢¤£¦ºh¢_Å¦©�¨�°¤¥�®h¬.®2¢L©¿©�¥2®2£g«�¨[®h©
(3.4) ‖ sup

0≤t≤1
|wn,1(t)− wkn,m(t)| ‖2

≤ 3m√
n
‖max

1≤l≤n
|h ◦ T l|‖2 +

(
1−

√
knm

n

)
‖ max

1≤l≤kn
|wkn,m(l/kn)| ‖2.

ß�£g¶Lº�©
h ∈ L2(Y,B, ν)

¹�©Ñ¢�¨�¯Ì©

lim
n→∞

1√
n
‖max

1≤l≤n
|h ◦ T l|‖2 = 0.

 ¤µ¤ª2®2¢L©�ª2«¬�ªh©"Þ¤¥2£g¶Lº�©'®2¢L©'¥h©�´�µL©�¶Lº�© ‖max1≤l≤k |wk,m(l/k)| ‖2
£¦¥7±?¬�µ¤¶L°¤©�°Ç±³²!¨�¥sË

¥2µ¤«.§¤®2£¦¬�¶�Þ�¨[¶L°
limn→∞(1−

√
knm/n) = 0

Þ�®2¢L©(¥ ©�º�¬�¶L°>®h©�ª2« ¬�¶Ñ®2¢L©�ª2£gÒ"¢³®sËU¢�¨[¶L°
¥2£¦°¤©¿¬[¼ÐÀSà=É "�Ã�¨[Å¦¥ ¬�®h©�¶L°¤¥)®h¬�ã�©�ªh¬¤É

; ES@g@MTd@MT � X�'�@�EM'�G���-  Lªh¬�« ¡-¢L©�¬�ªh©�« à_£g®�¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹)¥�®2¢�¨[®.®2¢L©�ªh©!©CÜ^£¦¥h®h¥
h̃ ∈

L2(Y,B, ν)
¥2µLº ¢+®2¢�¨[® PT h̃ = 0

¨[¶L°

ÀSà=ÉzÖÌÃ
lim
n→∞

∥∥∥∥
1√
n

n−1∑

j=0

(h− h̃) ◦ T j
∥∥∥∥

2

= 0.

 L¬�ª�©�¨�º ¢
m ∈ N Þ¤°¤©CòL¶L©

h̃m =
1√
m

m−1∑

j=1

h̃ ◦ T j ¨[¶L°
w̃k,m(t) =

1√
k

[kt]−1∑

j=0

h̃m ◦ Tmj

¼S¬�ª
k ∈ N ¨[¶L°

t ∈ [0, 1]
É�½ê©.¢�¨�¯Ì© PTm h̃m = 0

¼S¬�ªÑ¨[ÅgÅ
m

É�¡-¢�µL¥Ñ¡-¢L©�¬�ªh©�« ç
£g«.§¤Åg£¦©�¥
ÀSà=ÉzìÌÃ

w̃k,m →d
√
Eν(h̃2

m | Im)w
¨�¥
k → ∞ Þ�¹�¢L©�ªh© Im £¦¥¿®2¢L©

σ
Ë�¨[ÅgÒÌ©�±¤ª ¨4¬[¼

Tm
ËU£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®Ð¥h©�®h¥�É $ ªh¬�§?¬"¥h£g®2£¦¬�¶»Ú"Þ

¨[§¤§¤Åg£¦©�°Ê®h¬
Tm

¨[¶L°
h̃m

Þ=Ò"£g¯Ì©�¥
‖max

1≤l≤k
|w̃k,m(l/k)| ‖2 ≤ 3‖h̃m‖2.

¡-¢L©�ªh©C¼S¬�ªh©"Þ¤±³² $ ªh¬�§:¬"¥2£g®2£¦¬�¶_ç=Þ¤¹7©>¬�±¤® ¨[£g¶
lim
n→∞

‖ sup
0≤t≤1

|w̃n,1(t)− w̃[n/m],m(t)| ‖2 = 0

¼S¬�ª0¨[ÅgÅ
m ∈ N Þ5¹�¢¤£¦ºh¢Ï£g«.§¤Åg£¦©�¥�Þ?±³²_¡-¢L©�¬�ªh©�« "LÉgÚ�¬[¼'ÕgÚC×�Þ5®2¢�¨[®0®2¢L©ÐÅg£g«.£g®0£g¶ ÀSà=ÉzìÌÃ

°¤¬^©�¥�¶L¬�®�°¤©�§:©�¶L°Ê¬�¶
m

¨[¶L°Ê£¦¥�®2¢³µL¥%©�´³µ�¨[Å�®h¬ √
Eν(h̃2 | I)w

É
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¡�¬.§¤ªh¬�¯Ì©¾ÀsÚ"ÉzàÌÃCÞ¤µL¥2£g¶¤Ò¡-¢L©�¬�ªh©�« "LÉzç.¬[¼-ÕgÚC×�¹7©¿¢�¨�¯Ì©Ñ®h¬.¥2¢L¬�¹ ®2¢�¨[®

ÀSà=ÉlÛ"Ã
lim
m→∞

lim sup
n→∞

‖ sup
0≤t≤1

|wn(t)− w̃[n/m],m(t)| ‖2 = 0.

ë�©�®
hm

¨[¶L°
wk,m

±:©¿°¤©CòL¶L©�°4¨�¥�£g¶�ÀSà=ÉzàÌÃCÉ¤½ê©

(3.8) ‖ sup
0≤t≤1

|wn(t)− w̃[n/m],m(t)| ‖2

≤ ‖ sup
0≤t≤1

|wn(t)− w[n/m],m(t)| ‖2

+ ‖ sup
0≤t≤1

|w[n/m],m(t)− w̃[n/m],m(t)| ‖2.
Î ¨[Ô�£g¶¤Ò.µL¥h©Ñ¬[¼ $ ªh¬�§:¬"¥2£g®2£¦¬�¶ÂÚ0¹�£g®2¢

Tm
¨[¶L°

hm
¹7©>¬�±¤® ¨[£g¶

‖max
1≤l≤k

|wk,m(l/k)|‖2 ≤ 3‖hm−UTmPTmhm‖2+4
√

2

∞∑

j=0

2−j/2
∥∥∥

2j∑

i=1

PiTmhm
∥∥∥

2
.

¸'¬�¹�©�¯Ì©�ª�Þ

PTmhm =
1√
m

m−1∑

j=0

PTmUT jh =
1√
m

m∑

j=1

PjTh

±³²ÂÀSç=ÉzçÌÃ�ÞL¨[¶L°Ê®2¢³µL¥

ÀSà=ÉzîÌÃ ∞∑

j=0

2−j/2
∥∥∥

2j∑

i=1

PiTmhm
∥∥∥

2
=

1√
m

∞∑

j=0

2−j/2
∥∥∥
m2j∑

i=1

PiTh
∥∥∥

2
,

¨[¶L°Ï®2¢L©.¥h©�ª2£¦©�¥>£¦¥>º�¬�¶³¯Ì©�ª2ÒÌ©�¶�®Ð±�²Ýë�©�«.«�¨ÂÚ"Þ:¹�¢¤£¦ºh¢ê£g«.§¤Åg£¦©�¥Ñ®2¢�¨[®>®2¢L©.¥h©�´�µL©�¶Lº�©
‖max1≤l≤k|wk,m(l/k)| ‖2

£¦¥�±:¬�µ¤¶L°¤©�°Ç¼1¬�ª�¨[ÅgÅ
m

É� ¤ªh¬�« $ ªh¬�§:¬"¥2£g®2£¦¬�¶+çÐ£g®(¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹)¥
®2¢�¨[®

lim
n→∞

‖ sup
0≤t≤1

|wn(t)− w[n/m],m(t)| ‖2 = 0.

½ê©>¶L©CÜ^®�®2µ¤ª2¶+®h¬.©�¥h®2£g«�¨[®2£g¶¤Ò�®2¢L©>¥h©�º�¬�¶L°!®h©�ª2« £g¶ÍÀSà=ÉzäÌÃ�É=½ê©¿¢�¨�¯Ì©

‖ sup
0≤t≤1

|wk,m(t)− w̃k,m(t)| ‖2 ≤
1√
k

∥∥∥ max
1≤l≤k

∣∣∣
l−1∑

j=0

(hm − h̃m) ◦ Tmj
∣∣∣
∥∥∥

2

≤ 3‖hm − h̃m − UTmPTm(hm − h̃m)‖2

+ 4
√

2

∞∑

j=0

2−j/2
∥∥∥

2j∑

i=1

PiTm(hm − h̃m)
∥∥∥

2

±³² $ ªh¬�§:¬"¥2£g®2£¦¬�¶ Ú"É7m7¬�«Ð±¤£g¶¤£g¶¤Ò+®2¢¤£¦¥'¹�£g®2¢ ÀSà=ÉzîÌÃ'¨[¶L°_®2¢L©Ð¼U¨�º�®%®2¢�¨[® PTm h̃m = 0
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Å¦©�¨�°¤¥)®h¬�®2¢L©Ñ©�¥2®2£g«�¨[®h©

‖ sup
0≤t≤1

|wk,m(t)−w̃k,m(t)| ‖2 ≤ 3
1√
m

∥∥∥
m−1∑

j=0

(h−h̃) ◦ T j
∥∥∥

2
+

1√
m

∥∥∥
m∑

j=1

PT jh
∥∥∥

2

+
4
√

2√
m

∞∑

j=0

2−j/2
∥∥∥
m2j∑

i=1

PiTh
∥∥∥

2
,

¹�¢¤£¦ºh¢+º�¬�«.§¤Å¦©�®h©�¥-®2¢L©'§¤ªh¬^¬[¼�¬[¼>ÀSà=ÉlÛ"Ã�Þ³±:©�º�¨[µL¥h©¿¨[ÅgÅ:®h©�ª2«¥-¬�¶¾®2¢L©'ª2£gÒ"¢�®sËU¢�¨[¶L°+¥2£¦°¤©
®h©�¶L°Ê®h¬�ã�©�ªh¬�¨�¥

m→∞ Þ¤±³²êÀSà=ÉzÖÌÃ�¨[¶L°+ë�©�«.«�¨+Ú"É

����� / 
�+ �����L�e� ��-'*,*�
 �$(³��� ���`� �.���)-L� / ���5�)+ -=�e�c�?��/Ì�Ð¡-¢L©'°=²�¶�¨[«.£¦º�¨[Å?§¤ªh¬�§=Ë
©�ª2®2£¦©�¥¾¬[¼0¹�¢�¨[®Ê¨[ªh©+¶L¬e¹ Ô^¶L¬�¹�¶8¨�¥Ç¨�¥2²^«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg² §:©�ª2£¦¬�°=£¦º4®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶L¥
¥h©�©�« ®h¬Ñ¢�¨�¯Ì©)òLªh¥2®�±:©�©�¶Ç¥2®2µL°=£¦©�°�±³² � ¬�¶L©�¥ º�µ�¡�µ¤Å¦º�©�¨�¨[¶L° Î ¨[ª2£g¶L©�¥hº�µ4ÕgÚ�ð[×�É³¡-¢L©�¥h©
®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶L¥)¼S¬�ª2« ¨�§:©�ªs¼S©�º�®�©CÜ¤¨[«.§¤Å¦©Ð¬[¼�®2¢L©>º�©�¶³®2ª ¨[Å`Åg£g«.£g®)®2¢L©�¬�ªh©�« ªh©�¥2µ¤Åg®h¥
¹�©>¢�¨�¯Ì©>°=£¦¥hº�µL¥ ¥h©�°Ê£g¶+©�¨[ª2Åg£¦©�ª�¥h©�º�®2£¦¬�¶L¥eÞ�¨[¶L°Ê¢L©�ªh©¿¹7©>º�¬�¶L¥2£¦°¤©�ª)®2¢L©�« £g¶+°¤©�® ¨[£gÅUÉ

ë�©�®
(X,A, µ)

±:©¾¨
σ
ËSòL¶¤£g®h©¾«©�¨�¥2µ¤ªh©!¥2§�¨�º�©"É�½Ïª2£g®h©

L1(µ) = L1(X,A, µ)
É

¡-¢L©>©�Å¦©�«©�¶�®h¥�¬[¼�®2¢L©>¥h©�®
D(µ) =

{
f ∈ L1(µ) : f ≥ 0

¨[¶L° ó
f(x)µ(dx) = 1

}

¨[ªh©.º�¨[ÅgÅ¦©�° `;'F>J A ) A 'LJ�É�ë�©�®
T : X → X

±:©¨Ç¶L¬�¶=Ë�¥2£g¶¤Ò"µ¤ÅN¨[ª>®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶Í¨[¶L°
P : L1(µ) → L1(µ)

±:©>®2¢L©�º�¬�ª2ªh©�¥2§?¬�¶L°=£g¶¤Ò $ ©�ª2ªh¬�¶��� ¤ªh¬�±:©�¶¤£gµL¥Ñ¬�§:©�ª ¨[®h¬�ª�É?¡-¢L©�¶
À1ë�¨�¥h¬�® ¨ ¨[¶L° Î ¨�ºhÔÌ©�² ÕgÚ�Ö[× Ã

(T, µ)
£¦¥!º�¨[ÅgÅ¦©�° *DJFZDG Nn)\@�) A ]�*_,U, Z&N'FE A @g` A ]Ý£�¼Ñ®2¢L©�ªh©

©CÜ=£¦¥2®h¥¨Ý¥h©�´³µL©�¶Lº�©Ê¬[¼0°¤©�¶L¥2£g®2£¦©�¥
g1, . . . , gr

¨[¶L° ¨Ý¥h©�´�µL©�¶Lº�©Ê¬[¼%±:¬�µ¤¶L°¤©�° Åg£g¶L©�¨[ª
¼1µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶�¨[Å¦¥

λ1, . . . , λr
¥2µLº ¢+®2¢�¨[®

ÀY"LÉgÚeÃ
lim
n→∞

∥∥∥P n
(
f −

r∑

j=1

λj(f)gj

)∥∥∥
L1(µ)

= 0

¼S¬�ª-¨[ÅgÅ
f ∈ D(µ)

É=¡-¢L©0°¤©�¶L¥2£g®2£¦©�¥
gj

¢�¨�¯Ì©¿°=£¦¥��s¬�£g¶�®�¥2µ¤§¤§?¬�ª2®h¥¿À
gigj = 0

¼S¬�ª
i 6= j

Ã
¨[¶L°

Pgj = gα(j)
Þ=¹�¢L©�ªh©

α
£¦¥%¨�§?©�ª2«Ðµ¤® ¨[®2£¦¬�¶Ý¬[¼ {1, . . . , r} É

� ¼
(T, µ)

£¦¥(¨�¥h²�«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²�§:©�ª2£¦¬�°=£¦º)¨[¶L°
r = 1

£g¶4ÀY"LÉgÚeÃ`®2¢L©�¶
(T, µ)

£¦¥�º�¨[ÅgÅ¦©�°
*DJFZDG Nn)\@�) A ]�*_,U, ZHJF)\* < ,.'Ð¬�ª ' ��*�]�)-±�²¾ë�¨�¥ ¬�® ¨¨[¶L° Î ¨�ºhÔÌ©�²ÏÕgÚ�Ö[×�É

# ±L¥ ©�ª2¯Ì©¿®2¢�¨[®)£�¼
(T, µ)

£¦¥)¨�¥h²�«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²Ê§:©�ª2£¦¬�°=£¦º0®2¢L©�¶

g∗ =
1

r

r∑

j=1

gj

£¦¥�¨[¶!£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶³®�°¤©�¶L¥2£g®�²¼S¬�ª
P

Þ^£UÉ�©"É
Pg∗ = g∗

É�¡-¢L©¿©�ª2ÒÌ¬^°=£¦º0¥2®2ª2µLº�®2µ¤ªh©0¬[¼�¨�¥2²^«.§=Ë
®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²!§?©�ª2£¦¬^°=£¦º¿®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶L¥)¹-¨�¥�¥2®2µL°=£¦©�°+±³² � ¶L¬�µL©Ñ¨[¶L° � ¥2¢¤£g® ¨[¶¤£�Õzî�×�É

��298�� 5�� Ú;:Ñë�©�®
µ(X) < ∞ É7è%©�º�¨[ÅgÅ0®2¢�¨[®

P
£¦¥Ê¨ ]�@�>�J�)RE A ]�) A CD' $ ©�ª2ªh¬�¶��

 ¤ªh¬�±:©�¶¤£gµL¥�¬�§:©�ª ¨[®h¬�ª(£�¼�®2¢L©�ªh©%©CÜ^£¦¥2®
δ > 0

¨[¶L°
κ < 1

¥2µLºh¢Ç®2¢�¨[®�¼S¬�ª(©�¯Ì©�ª2²°¤©�¶L¥2£g®�²
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f
¹�©>¢�¨�¯Ì©

lim sup
n→∞

ó
A

P nf(x)µ(dx) < κ

¼S¬�ª.¨[ÅgÅ
A ∈ A ¹�£g®2¢

µ(A) ≤ δ
É � ®�£¦¥�Ô^¶L¬�¹�¶ ®2¢�¨[®£�¼

P
£¦¥¨Ýº�¬�¶L¥2®2ª2£¦º�®2£g¯Ì©4¬�§=Ë

©�ª ¨[®h¬�ªÑ®2¢L©�¶
(T, µ)

£¦¥Ñ¨�¥2²^«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²ê§:©�ª2£¦¬�°=£¦º4ÀsÕgÚ�ÖLÞ�¡-¢L©�¬�ªh©�« Ö=Ézà=ÉgÚC×�Þ`¥h©�©�¨[Å¦¥h¬
Ø ¬�«¬�ª2¶��gÔê¨[¶L°fë�¨�¥h¬�® ¨fÕgÚ�"�× ÃCÞ�¨[¶L°

(T, µ)
£¦¥0©�ª2ÒÌ¬�°=£¦º�£�¼�¨[¶L°Ý¬�¶¤Åg²_£�¼�®2¢L©�§:©�ª2«Ñµ=Ë

® ¨[®2£¦¬�¶ {α(1), . . . , α(r)} ¬[¼�®2¢L©.¥h©�´³µL©�¶Lº�© {1, . . . , r} £¦¥¿º�²^º�Åg£¦º�¨[Å)ÀsÕgÚ�Ö¤Þ:¡-¢L©�¬�ªh©�«
Ö=ÉzÖ=ÉgÚC× ÃCÉ � ¶Ê®2¢¤£¦¥�º�¨�¥h©0¹7©>º�¨[ÅgÅ

r
®2¢L© N�'FE A @h`Ñ¬[¼

T
É

ë�©�®
(T, µ)

±:©Ð¨�¥h²�«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²+§:©�ª2£¦¬^°=£¦º�¨[¶L°_Å¦©�®
g∗

±?©�¨[¶_£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®¿°¤©�¶L¥2£g®�²
¼S¬�ª

P
É¤ë�©�®

Y = supp(g∗) = {x ∈ X : g∗(x) > 0} Þ B = {A ∩ Y : A ∈ A} ÞL¨[¶L°

ν(A) =
ó
A

g∗(x)µ(dx), A ∈ A.
¡-¢L©�«©�¨�¥hµ¤ªh©

ν
£¦¥�¨�§¤ªh¬�±�¨[±¤£gÅg£g®�²Ñ«©�¨�¥2µ¤ªh©(£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶³®�µ¤¶L°¤©�ª

T
É � ¶Ñ¹�¢�¨[®�¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹)¥`¹7©

¹�ª2£g®h©
Lp(ν) = Lp(Y,B, ν)

¼1¬�ª
p = 1, 2

É:¡-¢L©Ð®2ª ¨[¶L¥s¼S©�ª'¬�§:©�ª ¨[®h¬�ª PT : L1(ν) →
L1(ν)

£¦¥�Ò"£g¯Ì©�¶4±³²
ÀY"LÉzçÌÃ

g∗PT (f) = P (fg∗)
¼1¬�ª

f ∈ L1(ν).½ê©¿¶L¬e¹#®2µ¤ª2¶+®h¬�®2¢L©>¥2®2µL°=²!¬[¼�¹�©�¨[ÔÊº�¬�¶³¯Ì©�ª2ÒÌ©�¶Lº�©Ð¬[¼`®2¢L©>¥ ©�´³µL©�¶Lº�©¿¬[¼�§¤ªh¬�º�©�¥ ¥h©�¥

wn(t) =
1√
n

[nt]−1∑

j=0

h ◦ T j ,

¹�¢L©�ªh©
h ∈ L2(ν)

¹�£g®2¢Íô
h(y) ν(dy) = 0

Þ�±�²+º�¬�¶L¥2£¦°¤©�ª2£g¶¤Ò�òLªh¥h®�®2¢L©�©�ª2ÒÌ¬�°=£¦º�¨[¶L°
®2¢L©�¶+®2¢L©¿¶L¬�¶=Ë�©�ª2ÒÌ¬^°=£¦º>º�¨�¥h©"É

���1���
(T, µ)

'�ERP�@h` A ] *�>9`a*DJLZ�G Nn)\@_) A ]�*�,Y, Z N�'FE A @h` A ]e-Ñë�©�®Ñ®2¢L©.®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶
(T, µ)

±:©_©�ª2ÒÌ¬^°=£¦ºf¨[¶L°ñ¨�¥h²�«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg² §:©�ª2£¦¬^°=£¦º4¹�£g®2¢ñ§:©�ª2£¦¬�°
r
É7¡-¢L©_µ¤¶¤£¦´³µL©

£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶³®'°¤©�¶L¥2£g®�²Ê¬[¼
P

£¦¥�Ò"£g¯Ì©�¶+±�²

g∗ =
1

r

r∑

j=1

gj

¨[¶L°
(T r, gj)

£¦¥!©CÜL¨�º�®!¼1¬�ª!©�¯Ì©�ª2²
j = 1, . . . , r

É-ë�©�®
Yj = supp(gj)

¼S¬�ª
j =

1, . . . , r
É�í%¬�®h©�®2¢�¨[®(®2¢L©'¥h©�®

Bj =
⋃∞
n=0 T

−nr(Yj)
£¦¥0ÀS¨[Åg«¬"¥2®�Ã

T r
ËU£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶³®)¨[¶L°

ν(Bj \ Yj) = 0
¼S¬�ª

j = 1, . . . , r
É�ß�£g¶Lº�©¿®2¢L©

Yj
¨[ªh©¿§�¨[£gª2¹�£¦¥h©>°=£¦¥��2¬�£g¶³®�ÞL¹�©¿¢�¨�¯Ì©

Eν(f | Ir) =

r∑

k=1

1

ν(Yk)

ó
Yk

f(y) ν(dy) 1Yk
¼S¬�ª

f ∈ L1(ν),

¹�¢L©�ªh© Ir £¦¥�®2¢L©
σ
Ë�¨[ÅgÒÌ©�±¤ª ¨¬[¼

T r
ËU£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶³®'¥h©�®h¥�É¤Á7µ¤®

ν(Yk) = 1/r
ÞL¨[¶L°Ê®2¢³µL¥

ÀY"LÉzàÌÃ
Eν(f | Ir) = r

r∑

k=1

ó
Yk

f(y) ν(dy) 1Yk =

r∑

k=1

ó
Yk

f(y)gk(y)µ(dy) 1Yk .
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0�1324657298 "9: * KhN�N�@�J�' )YX	*_)
h ∈ L2(ν) i A )YX¾ô

h(y) ν(dy) = 0
A JOJFK�]�Xd)YX�*_)

ÀY"LÉ "�Ã ∞∑

n=1

n−3/2
∥∥∥
n−1∑

k=0

PrkT hr
∥∥∥

2
<∞, i X�'�EM' hr =

1√
r

r−1∑

k=0

h ◦ T k.
� X�'F>

wn →d σw,

i X�'FE�' w A Jj* J�)\*�>9`�*_ES` 6 EM@ i > A *�>&GI@_) A @�>Q*�>n`
σ ≥ 0

A Jj* ]�@�>�J�)\*�>�)B- � @�E�'M@�CD'�E^Þ
A T ∑∞

j=1

ô |hr(y)hr(T
rj(y))| ν(dy) <∞ )YX�'F>

σ
A J P A CD'F> < Z

ÀY"LÉzÖÌÃ
σ2 = r

( ó
Y1

h2
r(y) ν(dy) + 2

∞∑

j=1

ó
Y1

hr(y)hr(T
rj(y)) ν(dy)

)
.

; ES@g@MT�->½ê©¿¢�¨�¯Ì©
hr ∈ L2(ν)

¨[¶L° ô
Y hr(y) ν(dy) = 0

É¤ë�©�®

wk,r(t) =
1√
k

[kt]−1∑

j=0

hr ◦ T rj
¼S¬�ª

k ∈ N, t ∈ [0, 1].

½ê©>º�¨[¶4¨[§¤§¤Åg²Ê¡-¢L©�¬�ªh©�« Ú0®h¬.°¤©�°=µLº�©Ñ®2¢�¨[®

wk,r →d
√
Eν(h̃2

r | Ir)w
¨�¥
k →∞,

¹�¢L©�ªh© Ir £¦¥�®2¢L©
σ
Ë�¨[ÅgÒÌ©�±¤ª ¨¬[¼�¨[ÅgÅ

T r
ËU£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶³®0¥h©�®h¥�¨[¶L°

ÀY"LÉzìÌÃ
Eν(h̃2

r | Ir) = lim
n→∞

1

n
Eν

(( n−1∑

j=0

hr ◦ T rj
)2 ∣∣∣ Ir

)
.

# ¶+®2¢L©¿¬�®2¢L©�ª)¢�¨[¶L°�ÞL¹�©Ð¨[Å¦¥ ¬�¢�¨�¯Ì©
∞∑

j=0

r−j/2
∥∥∥

rj∑

k=1

Prkhr
∥∥∥

2
=

∞∑

j=0

r−j/2
1√
r

∥∥∥
rj+1∑

k=1

Pkh
∥∥∥

2
=

∞∑

j=1

r−j/2
∥∥∥

rj∑

k=1

Pkh
∥∥∥

2
.

¡-¢³µL¥�®2¢L©>¥h©�ª2£¦©�¥
∞∑

n=1

n−3/2
∥∥∥
n−1∑

k=0

Pkh
∥∥∥

2

£¦¥¿º�¬�¶³¯Ì©�ª2ÒÌ©�¶�®Ñ±�²_ë�©�«.«�¨+ç=É7 Lªh¬�« ¡-¢L©�¬�ªh©�« Ú�¹�©.º�¬�¶Lº�ÅgµL°¤©�®2¢�¨[®¿®2¢L©�ªh©.©CÜ=£¦¥2®h¥
h̃ ∈ L2(ν)

¥2µLºh¢4®2¢�¨[®
wn →d ‖h̃‖2w¥2£g¶Lº�©

T
£¦¥)©�ª2ÒÌ¬^°=£¦º"ÉLÁ7µ¤®

‖h̃‖2 =
√
Eν(h̃2

r | Ir),±³² $ ªh¬�§:¬"¥2£g®2£¦¬�¶ ç=É�¸%©�¶Lº�©
Eν(h̃

2
r | Ir)

£¦¥Ñ¨Êº�¬�¶L¥2® ¨[¶�®�¨[¶L°f¼1ªh¬�« ÀY"LÉzàÌÃ'£g®¿¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹)¥
®2¢�¨[®7¼1¬�ª�©�¨�º ¢

k = 1, . . . , r
®2¢L©0£g¶³®h©�Ò"ª ¨[Å ô

Yk
h̃2
r(y) ν(dy)

°¤¬^©�¥-¶L¬�®�°¤©�§?©�¶L°!¬�¶
k
É
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¡-¢³µL¥

σ2 = ‖h̃‖22 = r
ó
Y1

h̃2
r(y) ν(dy).

ß�£g¶Lº�©
ν

£¦¥
T r

ËU£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®�ÞL¹7©¿¢�¨�¯Ì©

1

n

ó
Yk

(n−1∑

j=0

hr(T
rj(y))

)2
ν(dy) =

ó
Yk

h2
r(y) ν(dy)

+ 2
1

n

n−1∑

l=1

l∑

j=1

ó
Yk

hr(y)hr(T
rj(y)) ν(dy).

Á7²¾¨�¥h¥hµ¤«.§¤®2£¦¬�¶Ê®2¢L©¿¥h©�´³µL©�¶Lº�©
(
∑n

j=1

ô
Yk
hr(y)hr(T

rj(y)) ν(dy))n≥1
£¦¥�º�¬�¶�¯Ì©�ªsË

ÒÌ©�¶³®Ý®h¬ ∑∞
j=1

ô
Yk
hr(y)hr(T

rj(y)) ν(dy)
Þ'¹�¢¤£¦ºh¢ º�¬�«.§¤Å¦©�®h©�¥Ý®2¢L©Â§¤ªh¬^¬[¼¹�¢L©�¶

º�¬�«Ñ±¤£g¶L©�°4¹�£g®2¢ÍÀY"LÉzìÌÃ�¨[¶L°ÂÀY"LÉzàÌÃ�É
��� %:�

(T, µ)
*�JLZ�G Nn)\@_) A ]�*�,Y,�Z N�'FE A @g` A ] < K�)7>9@_) > 'M]^'LJLJ�*�E A , Z�'FElP�@g` A ]h-�í'¬�¹ÍÅ¦©�®�µL¥

º�¬�¶L¥2£¦°¤©�ª
(T, µ)

¨�¥2²�«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²4§?©�ª2£¦¬^°=£¦º¿±¤µ¤®�¶L¬�®'©�ª2ÒÌ¬�°=£¦º"Þ5¥h¬®2¢�¨[®%®2¢L©>§:©�ª2«Ñµ=Ë
® ¨[®2£¦¬�¶

α
£¦¥-¶L¬�®)º�²=º�Åg£¦º�¨[Å�¨[¶L°!¹7©¿º�¨[¶Êªh©�§¤ªh©�¥h©�¶³®)£g®)¨�¥�¨Ð§¤ªh¬^°=µLº�®�¬[¼�§:©�ª2«Ñµ¤® ¨[®2£¦¬�¶

º�²=º�Å¦©�¥�É¤¡-¢³µL¥�¹7©>º�¨[¶Êªh©�§¤¢¤ª ¨�¥h©0®2¢L©>°¤©CòL¶¤£g®2£¦¬�¶_¬[¼�¨�¥2²^«.§¤®h¬�®2£¦º¿§:©�ª2£¦¬�°=£¦º�£g®�²!¨�¥-¼S¬�Å�Ë
Å¦¬�¹)¥eÉ

ë�©�®)®2¢L©�ªh©>©CÜ=£¦¥2®�¨�¥h©�´�µL©�¶Lº�©>¬[¼�°¤©�¶L¥h£g®2£¦©�¥
ÀY"LÉlÛ"Ã

g1,1, . . . , g1,r1 , . . . , gl,1, . . . , gl,rl¨[¶L°.¨'¥h©�´³µL©�¶Lº�©�¬[¼5±?¬�µ¤¶L°¤©�°�Åg£g¶L©�¨[ª�¼1µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶�¨[Å¦¥
λ1,1, . . . , λ1,r1 , . . . , λl,1, . . . , λl,rl¥2µLº ¢+®2¢�¨[®

ÀY"LÉzäÌÃ
lim
n→∞

∥∥∥P n
(
f −

l∑

i=1

ri∑

j=1

λi,j(f)gi,j

)∥∥∥
L1(µ)

= 0
¼1¬�ª�¨[ÅgÅ

f ∈ L1(µ),

¹�¢L©�ªh©Ï®2¢L©ê°¤©�¶L¥h£g®2£¦©�¥
gi,j

¢�¨�¯Ì©ê«Ðµ¤®2µ�¨[ÅgÅg²#°=£¦¥��2¬�£g¶³®4¥2µ¤§¤§:¬�ª2®h¥4¨[¶L°�Þ-¼S¬�ª+©�¨�ºh¢
i
Þ

Pgi,j = gi,j+1
¼S¬�ª

1 ≤ j ≤ ri − 1
Þ5¨[¶L°

Pgi,ri = gi,1
É¤¡-¢L©�¶

g∗i =
1

ri

ri∑

j=1

gi,j

£¦¥�¨[¶!£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶³®)°¤©�¶L¥2£g®�²¼S¬�ª
P

¨[¶L°
(T, g∗i )

£¦¥-©�ª2ÒÌ¬�°=£¦º'¼S¬�ª-©�¯Ì©�ª2²
i = 1, . . . , l

É=ë�©�®
g∗

±?©>¨�º�¬�¶�¯Ì©CÜ4º�¬�«Ñ±¤£g¶�¨[®2£¦¬�¶_¬[¼
g∗i

Þ¤£UÉ�©"É

g∗ =

l∑

i=1

αig
∗
i

¹�¢L©�ªh©
αi ≥ 0

¨[¶L° ∑l
i=1 αi = 1

É �¬�ª�¥2£g«.§¤Åg£¦º�£g®�²ÌÞ?¨�¥h¥2µ¤«©0®2¢�¨[®
αi > 0

É
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ë�©�®
Yi = supp(g∗i )

¨[¶L°
Yi,j = supp(gi,j)

Þ
j = 1, . . . , ri

Þ
i = 1, . . . , l

É � ¼ I £¦¥
®2¢L©

σ
Ë�¨[ÅgÒÌ©�±¤ª ¨.¬[¼�¨[ÅgÅ

T
ËU£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®%¥h©�®h¥�Þ=®2¢L©�¶

Eν(f | I) =

l∑

i=1

1

ν(Yi)

ó
Yi

f(y) ν(dy) 1Yi =

l∑

i=1

ó
Yi

f(y)g∗i (y)µ(dy) 1Yi .

í'¬�¹>Þ¤£�¼ Ir £¦¥�®2¢L©
σ
Ë�¨[ÅgÒÌ©�±¤ª ¨�¬[¼�¨[ÅgÅ

T r
ËU£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®%¥h©�®h¥)¹�£g®2¢

r =
∏l
i=1 ri

ÞL®2¢L©�¶

Eν(f | Ir) =

l∑

i=1

ri
ν(Yi)

ri∑

j=1

ó
Yi,j

f(y) ν(dy) 1Yi,j

¼S¬�ª
f ∈ L1(ν)

Þ¤¹�¢¤£¦ºh¢4Å¦©�¨�°¤¥)®h¬

Eν(f | Ir) =
l∑

i=1

ri∑

j=1

ó
Yi,j

f(y)gi,j(y)µ(dy) 1Yi,j .

%'¥2£g¶¤Ò¥2£g«.£gÅN¨[ª%¨[ª2Ò"µ¤«©�¶�®h¥�®h¬�®2¢L¬"¥h©>£g¶Ê®2¢L©¿§¤ªh¬�¬[¼�¬[¼�¡-¢L©�¬�ªh©�« ".¹�©Ñ¬�±¤® ¨[£g¶
0�1324657298 Ö: * KgN;N�@DJ�'I)YX	*_)

h ∈ L2(ν) i A )YX ô
h(y) ν(dy) = 0

A J JLK�]FXQ)YX�*_)
]�@�>n` A ) A @�> ÀY"LÉ "�Ã X	@�,.`DJ�- � X�'F>

wn →d ηw,

i X�'FE�' w A Jd*[JF)\*�>n`�*�EM` 6 ES@ i > A *_> GI@_) A @�>V*�>9`
η ≥ 0

A J&*[EM*�>9`�@�G CD*�E A * < ,b'A >9`;'BN�'�>9`;'F>�)O@ST
w
- � @�E�'M@�C�'FE^Þ A T ∑∞

j=1

ô |hr(y)hr(T
rj(y))| ν(dy) < ∞ )YX�'F>

ηA J P A CD'�> < Z

η =

l∑

i=1

ri
ν(Yi)

( ó
Yi,1

h2
r(y) ν(dy) + 2

∞∑

j=1

ó
Yi,1

hr(y)hr(T
rj(y)) ν(dy)

)
1Yi .

��298�� 5�� ç: # ±L¥h©�ª2¯Ì©>®2¢�¨[®�º�¬�¶L°=£g®2£¦¬�¶�ÀY"LÉ "�Ã7¢L¬�Å¦°¤¥)£�¼
∞∑

n=1

‖PrnT hr‖2√
n

<∞.

¡-¢L©>¬�§:©�ª ¨[®h¬�ª PT £¦¥�¨.º�¬�¶³®2ª ¨�º�®2£¦¬�¶Ý¬�¶
L∞(ν)

ÉL¡-¢L©�ªh©C¼S¬�ªh©

‖PnT f‖2 ≤ ‖f‖1/2∞ ‖PnT f‖1/21

¼S¬�ª
f ∈ L∞(ν), n ≥ 1,

¹�¢¤£¦ºh¢!¨[ÅgÅ¦¬�¹)¥�µL¥�®h¬>©�¨�¥h£gÅg²�º ¢L©�ºhÔº�¬�¶L°=£g®2£¦¬�¶ÏÀY"LÉ "�Ã�¼S¬�ª(¥2§:©�º�£�ò�º)©CÜ¤¨[«.§¤Å¦©�¥7¬[¼:®2ª ¨[¶L¥sË
¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶L¥

T
É � ®)¥2¢L¬�µ¤Å¦°4¨[Å¦¥h¬�±:©0¶L¬�®h©�°Ê®2¢�¨[®�Þ¤±�²ÂÀY"LÉzçÌÃ�Þ=¹�©¿¢�¨�¯Ì©
‖PnT f‖1 = ‖P n(fg∗)‖L1(µ)

¼S¬�ª
f ∈ L1(ν), n ≥ 1.

��� ��� ; A 'M]^' i A J�'IGI@�>9@_)\@�> A ]H)REM*�>�JYT�@_ELGI*_) A @�>�Jg-¿ë�©�®
X

±:©�¨�®h¬�® ¨[ÅgÅg²_¬�ªh°¤©�ªh©�°�Þ
¬�ªh°¤©�ªÇº�¬�«.§¤Å¦©�®h©_¥h©�®_À µL¥2µ�¨[ÅgÅg²

X
£¦¥Ç¨Ïº�¬�«.§�¨�º�®Ç£g¶³®h©�ª2¯"¨[Å%£g¶ R ÃCÉ�ë�©�® B ±?©!®2¢L©

σ
Ë�¨[ÅgÒÌ©�±¤ª ¨+¬[¼�Á-¬�ªh©�Å�¥2µ¤±L¥h©�®h¥Ñ¬[¼

X
¨[¶L°ÏÅ¦©�®

µ
±:©�¨!§¤ªh¬�±�¨[±¤£gÅg£g®�²Ï«©�¨�¥hµ¤ªh©¬�¶

X
É



14 �������������;
�������������F�;�������	��
����������
�
è�©�º�¨[ÅgÅ�®2¢�¨[®'¨�¼ µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶

f : X → R £¦¥)¥ ¨[£¦°Ê®h¬�±:©¿¬[¼ < @�K	>9`;'M`?CD*�E A *_) A @�>£�¼

var(f) = sup
n∑

i=1

|f(xi−1)− f(xi)| <∞,

¹�¢L©�ªh©Ý®2¢L©_¥hµ¤§¤ªh©�«Ñµ¤« £¦¥Ç® ¨[ÔÌ©�¶ñ¬e¯Ì©�ª+¨[ÅgÅ�òL¶¤£g®h©f¬�ªh°¤©�ªh©�°ñ¥h©�´�µL©�¶Lº�©�¥
(xj)

¹�£g®2¢
xj ∈ X

É¤¡-¢L©¿±:¬�µ¤¶L°¤©�°Ê¯"¨[ª2£N¨[®2£¦¬�¶+¶L¬�ª2« £¦¥�Ò"£g¯Ì©�¶4±³²
‖f‖BV = ‖f‖L1(µ) + var(f)

¨[¶L°Ê£g®�«�¨[ÔÌ©�¥
BV = {f : X → R : var(f) <∞} £g¶³®h¬¾¨�Á�¨[¶�¨�ºh¢_¥h§�¨�º�©"É

ë�©�®
T : V → X

±?©¨!º�¬�¶�®2£g¶³µL¬�µL¥Ð«�¨[§�Þ
V ⊂ X

±?©.¬�§:©�¶Â¨[¶L°Ï°¤©�¶L¥h©�¹�£g®2¢
µ(V ) = 1

ÉL½ê©¿º�¨[ÅgÅ
(T, µ)

¨�N A '�]^' i A J�'�K	> A T�@�EFG ,�Z ' �LN�*�>9` A >�P GI*LNf£�¼S/
ÀsÚeÃ¡-¢L©�ªh©¾©CÜ=£¦¥2®h¥.¨Ýº�¬�µ¤¶³® ¨[±¤Å¦©¾¼U¨[«.£gÅg² Z ¬[¼%º�Å¦¬"¥ ©�°Í£g¶�®h©�ª2¯�¨[Å¦¥¹�£g®2¢ °=£¦¥ �s¬�£g¶�®

£g¶³®h©�ª2£¦¬�ªh¥�¥2µLºh¢Ð®2¢�¨[®
V ⊂ ⋃Z∈Z Z

¨[¶L°¿¼S¬�ª`¨[¶�²
Z ∈ Z ®2¢L©�¥h©�®

Z∩(X\V )º�¬�¶L¥2£¦¥2®h¥)©CÜL¨�º�®2Åg²¾¬[¼�®2¢L©>©�¶L°=§:¬�£g¶³®h¥%¬[¼
Z

É
ÀSçÌÃI L¬�ªÇ¨[¶³²

Z ∈ Z Þ
T|Z∩V

¨�°=«.£g®h¥¾¨[¶ ©CÜ=®h©�¶L¥2£¦¬�¶ ®h¬Â¨f¢L¬�«©�¬�«¬�ª2§¤¢¤£¦¥h«
¼ ªh¬�«

Z
®h¬.¥h¬�«©¿£g¶�®h©�ª2¯�¨[ÅUÉ

ÀSàÌÃ¡-¢L©�ªh©4©CÜ=£¦¥2®h¥¾¨Ï¼ µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶
g : X → [0,∞)

Þ(¹�£g®2¢<±:¬�µ¤¶L°¤©�° ¯"¨[ª2£N¨[®2£¦¬�¶�Þ
g|X\V = 0

¥2µLº ¢ ®2¢�¨[®.®2¢L© $ ©�ª2ªh¬�¶��� Lªh¬�±?©�¶¤£gµL¥¾¬�§?©�ª ¨[®h¬�ª
P : L1(µ) →

L1(µ)
£¦¥)¬[¼`®2¢L©'¼S¬�ª2«

Pf(x) =
∑

z∈T−1(x)

g(z)f(z).

ÀY"�Ã
T

£¦¥)©CÜ^§�¨[¶L°=£g¶¤Ò/
supx∈V g(x) < 1

É
¡-¢L©¿¼1¬�ÅgÅ¦¬e¹�£g¶¤Ò�ªh©�¥2µ¤Åg®�£¦¥)°=µL©>®h¬.è)²=ºh¢¤Åg£gÔÏÕzç"ì�×B/
0�1324657298 ì: � T

(T, µ)
A J * N A 'M]^' i A J�'&K	> A T�@�EFG ,�Zk'��LN�*_>9` A >�P[GI*LNV)YX�'�> A )

J�*�) A J! 'LJÂÀY"LÉzäÌÃ i A )YX gi,j ∈ BV
- � @�E�'M@�CD'FE=Þ )YX�'FEM'Q'�� A JF) ]�@_>�JF)\*�>9)YJ

C > 0
*�>9`

θ ∈ (0, 1)
JLK�]FX )YX	*_)�ÞDT�@�Ej'FC�'FELZ+TFK�>n]�) A @_>

f
@ST < @�K	>9`;'M`ICe*�E A *�) A @�> *_>9`H*�,Y,

n ≥ 1
Þ

‖P rnf −Q(f)‖L1(µ) ≤ Cθn‖f‖BV,

i X�'FE�' r =
∏l
i=1 ri

*�>9`

Q(f) =

l∑

i=1

ri∑

j=1

ó
Yi,j

f(x)µ(dx) gi,j .

¡-¢¤£¦¥)ªh©�¥2µ¤Åg®%¨[¶L°+è%©�«�¨[ª2Ô!ç�£g«.§¤Åg²
� 4 594 � � � 5�� Ú;: � '�)

(T, µ) < '=* N A 'M]^' i A J�'=K	> A T�@�EFG ,�Z&'��LN�*_>9` A >�P&GI*LN *�>9`
ν
*�> A >CD*�E A *�>�)+G='M*�JLK	EM' i X A ]FX A JH* < J�@�, K�)B'F,�Z ]�@�>�) A >K�@�K;J i A )YX EM'FJ\N�'M]g)O)\@

µ
- � T

h
A J * TLK	>9]�) A @�>[@ST < @�K	>9`;'�` Ce*�E A *_) A @�> i A )YX Eν(h | I) = 0

)YX�'�>»ÀY"LÉ "�ÃjX�@�,�`�J�-
��298�� 5�� à: !O 6%�ËU«�¨[§L¥ÊÀS��¶¤£�¼S¬�ª2«.Åg²Í©CÜ=§�¨[¶L°=£g¶¤Òf«�¨[§L¥.¥ ¨[®2£¦¥s¼1²�£g¶¤Ò �Ç°=Å¦©�ª���¥

º�¬�¶L°=£g®2£¦¬�¶ ¹�£g®2¢ ¨ ��£g¶¤£g®h©Ï£g«�¨[ÒÌ©êº�¬�¶L°=£g®2£¦¬�¶�Þ�¹�¢¤£¦º ¢ ¨[ªh©f£g¶�®h©�ª2¯�¨[ÅÐ«�¨[§L¥Ê¹�£g®2¢ ¨



���������
	�����������������������
���
15

òL¶¤£g®h©_¶³µ¤«Ñ±:©�ª!¬[¼>£g¶L°=£��:©�ªh©�¶�®�ò¤Ü¤©�° §:¬�£g¶³®h¥�ÃCÞ7¥2®2µL°=£¦©�° ±³²��5¹7©�£g«��¤ÅgÅ¦©�ªfÕzà"Ö�×�Þ7¨[ªh©
¨�¥2²^«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²4§:©�ª2£¦¬�°=£¦º�¹�¢L©�¶f®2¢L©�²4¢�¨�¯Ì©.¨[¶Ï¨[±L¥ ¬�Ågµ¤®h©�Åg²_º�¬�¶³®2£g¶�µL¬�µL¥>£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®
§¤ªh¬�±�¨[±¤£gÅg£g®�² «©�¨�¥2µ¤ªh©"É�¸'¬�¹�©�¯Ì©�ª�Þ�®2¢L©+°¤©�º�¨�² ¬[¼'®2¢L©

L1 ¶L¬�ª2« «�¨�²�¶L¬�®�±?©+©CÜ^Ë
§:¬�¶L©�¶³®2£N¨[ÅUÉf L¬�ª.¸'ï�Å¦°¤©�ª�º�¬�¶�®2£g¶³µL¬�µL¥�¼1µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶L¥

h
¬�¶L©Ç«.£gÒ"¢�®�µL¥h©�®2¢L©¾ªh©�¥2µ¤Åg®h¥�¬[¼

� ¬�µ¤¶¤Ò4ÕzàD""×�®h¬.¬�±¤® ¨[£g¶_±?¬�µ¤¶L°¤¥�¬�¶+®2¢¤£¦¥�¶L¬�ª2« ¨[¶L°Ê®2¢L©�¶Ý¨[§¤§¤Åg²¾¬�µ¤ª)ªh©�¥hµ¤Åg®h¥�É
��� ��� � *�,.]�K	,�*_) A @�>?@ST+Ce*�E A *�>n]^'!T�@�E )YX�'3T�*�G A , Z @ST )B'F>�)7GI*LN9J K�J A >�P � X�'M@�E�'FG��9-

ë�©�®
T

±:©0®2¢L©¿ÒÌ©�¶L©�ª ¨[Åg£gã�©�°4®h©�¶³®)«�¨[§4¬�¶
[−1, 1]

°¤©CòL¶L©�°+±³²
ÀY"LÉzîÌÃ

Ta(x) = a− 1− a|x| ¼1¬�ª
x ∈ [−1, 1],

¹�¢L©�ªh©
a ∈ (1, 2]

É=¡-¢L© $ ©�ª2ªh¬�¶��� ¤ªh¬�±:©�¶¤£gµL¥�¬�§:©�ª ¨[®h¬�ª
P : L1(µ)→ L1(µ)

£¦¥�Ò"£g¯Ì©�¶
±³²
ÀY"LÉgÚ�ðÌÃ

Pf(x) =
1

a
(f(ψ−a (x)) + f(ψ+

a (x)))1[−1,a−1](x),

¹�¢L©�ªh©
ψ−a

¨[¶L°
ψ+
a

¨[ªh©¿®2¢L©¿£g¶�¯Ì©�ªh¥h©¿±¤ª ¨[¶Lº ¢L©�¥%¬[¼
Ta
/

ÀY"LÉgÚ"ÚeÃ
ψ−a (x) =

x+ 1− a
a

, ψ+
a (x) = −x+ 1− a

a
,

¨[¶L°
µ

£¦¥�®2¢L©0¶L¬�ª2«�¨[Åg£gã�©�°_ë�©�±?©�¥hÒ"µL©¿«©�¨�¥2µ¤ªh©>¬�¶
[−1, 1]

É
� ®h¬d'�)�*�,b-:ÕgÚ"Ú�×:¢�¨�¯Ì©¿¥2¢L¬e¹�¶!®2¢�¨[®7®2¢L©'®h©�¶�®7«�¨[§êÀY"LÉzîÌÃ(£¦¥�©�ª2ÒÌ¬^°=£¦º"Þ�®2¢�µL¥-¢�¨�¯^£g¶¤Ò

¨Ýµ¤¶¤£¦´�µL©Ê£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶³®¾°¤©�¶L¥2£g®�²
ga

É $ ªh¬�¯"¨[® ¨�¥!¨[¶L° Î ¨�º ÔÌ©�²ñÕzçD"�×)¢�¨�¯Ì©+§¤ªh¬e¯Ì©�° ®2¢L©
¨�¥2²^«.§¤®h¬�®2£¦º¿§:©�ª2£¦¬�°=£¦º�£g®�²!¬[¼)ÀY"LÉzîÌÃ7¹�£g®2¢+§:©�ª2£¦¬^°

r = 2m
¼S¬�ª

21/2m+1
< a ≤ 21/2m ¼S¬�ª

m = 0, 1, . . . .
¡-¢³µL¥eÞ=¼1¬�ª%©CÜ¤¨[«.§¤Å¦©"Þ

(T, µ)
¢�¨�¥)§?©�ª2£¦¬^°

1
¼S¬�ª

21/2 < a ≤ 2
Þ¤§:©�ª2£¦¬�°

2
¼S¬�ª

21/4 <
a ≤ 21/2 Þ=§:©�ª2£¦¬�° 4

¼S¬�ª
21/8 < a ≤ 21/4 ÞL©�®hº"É

ë�©�®
Y = supp(ga)

¨[¶L°
νa(dy) = ga(y)µ(dy)

É7 L¬�ª>¨[ÅgÅ
1 < a ≤ 2

¹�©�¢�¨�¯Ì©
Ta(A) = A

¹�£g®2¢
A = [T 2

a (0), Ta(0)]
¨[¶L°

ga(x) = 0
¼1¬�ª

x ∈ [−1, 1] \ A É � ¼
√

2 < a ≤ 2
®2¢L©�¶

ga
£¦¥¿¥h®2ª2£¦º�®2Åg²4§:¬"¥2£g®2£g¯Ì©�£g¶

A
Þ?®2¢³µL¥

Y = A
£g¶f®2¢¤£¦¥>º�¨�¥h©"É  L¬�ª

a ≤
√

2
¹7©)¢�¨�¯Ì©

Y ⊂ A ÉÌ¡-¢L©�®2ª ¨[¶L¥s¼1©�ª�¬�§?©�ª ¨[®h¬�ª Pa : L1(νa)→ L1(νa)
£¦¥(Ò"£g¯Ì©�¶

±³²

Paf =
P (fga)

ga

¼S¬�ª
f ∈ L1(νa),

¹�¢L©�ªh©
P

£¦¥�®2¢L© $ ©�ª2ªh¬�¶��� ¤ªh¬�±:©�¶¤£gµL¥0¬�§?©�ª ¨[®h¬�ª�ÀY"LÉgÚ�ðÌÃ�É
� ¼
h

£¦¥�¨%¼ µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶�¬[¼?±?¬�µ¤¶L°¤©�°¯�¨[ª2£N¨[®2£¦¬�¶¬�¶
[−1, 1]

¹�£g®2¢ ô 1
−1 h(y) νa(dy) = 0¨[¶L°

wn(t) =
1√
n

[nt]−1∑

j=0

h ◦ T ja ,

®2¢L©�¶+®2¢L©�ªh©>©CÜ=£¦¥2®h¥�¨�º�¬�¶L¥h® ¨[¶³®
σ(h) ≥ 0

¥2µLºh¢4®2¢�¨[®
wn →d σ(h)w,
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¹�¢L©�ªh©

w
£¦¥�¨¿¥2® ¨[¶L°L¨[ªh°Á7ªh¬�¹�¶¤£N¨[¶Ç«¬�®2£¦¬�¶�É � ¶.§�¨[ª2®2£¦º�µ¤ÅN¨[ª�ÞÌ¹�©%¨[ªh©-ÒÌ¬�£g¶¤Ò>®h¬>¥2®2µL°=²

σ(h)
¼S¬�ª)®2¢L©¿¥2§:©�º�£�ò�º>©CÜL¨[«.§¤Å¦©>¬[¼

h = ha
¼S¬�ª

a ∈ (1, 2]
ÞL¹�¢L©�ªh©

ha(y) = y −ma, y ∈ [−1, 1],
¨[¶L°

ma =
ó

[−1,1]

yga(y) dy.

� 5�4 
4�������Y4�� à: � '�)
m ≥ 1

*�>n`
21/2m+1

< a ≤ 21/2m - � X�'F>

ÀY"LÉgÚ�çÌÃ
σ(ha) =

σ(ha2m )a(a− 1)√
2m a2m(a2m − 1)

m−1∏

k=0

(a2k − 1)2,

i X�'FE�'
σ(ha2m )2 = 2

ó
ha2m (y)fa2m (y) νa2m (dy)−

ó
h2
a2m (y) νa2m (dy),

ÀY"LÉgÚ�àÌÃ

fa2m =
∞∑

n=0

Pna2mha2m .

� ¶ñÒÌ©�¶L©�ª ¨[ÅUÞ)¨[¶8©CÜ^§¤Åg£¦º�£g®Êªh©�§¤ªh©�¥h©�¶�® ¨[®2£¦¬�¶8¼S¬�ªÏÀY"LÉgÚ�àÌÃÇ£¦¥!¶L¬�®!Ô^¶L¬�¹�¶�É�¸'©�¶Lº�©"Þ
±:©C¼1¬�ªh©�®2µ¤ª2¶¤£g¶¤ÒÐ®h¬Ñ¨0§¤ªh¬^¬[¼�¬[¼ $ ªh¬�§:¬"¥2£g®2£¦¬�¶!à=Þ"¹�©)òLªh¥2®�Ò"£g¯Ì©�®2¢L©%¥2£g«.§¤Å¦©�¥2®(©CÜL¨[«.§¤Å¦©
£g¶Ê¹�¢¤£¦ºh¢

σ(ha2m )2 º�¨[¶4±?©¿º�¨[Å¦º�µ¤ÅN¨[®h©�°_©CÜ¤¨�º�®2Åg²ÌÉ
���	��8�
��2 ç:� L¬�ª

a = 2
®2¢L©Ð£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶³®>°¤©�¶L¥2£g®�²+¼S¬�ª%®2¢L©�®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶

Ta£¦¥
g2 = 1

2 · 1[−1,1]
¨[¶L°ê®2¢L©Ç®2ª ¨[¶L¥s¼1©�ªÐ¬�§?©�ª ¨[®h¬�ª P2 : L1(ν2) → L1(ν2)

¢�¨�¥Ñ®2¢L©
¥ ¨[«©'¼S¬�ª2« ¨�¥

P
£g¶ÍÀY"LÉgÚ�ðÌÃ�/

P2f =
1

2
(f ◦ ψ−2 + f ◦ ψ+

2 ).

ß�£g¶Lº�©.ô 1
−1 y dy = 0

ÞL¹�©¿¢�¨�¯Ì©
h2(y) = y

É=½ê©Ñ¨[Å¦¥h¬�¢�¨�¯Ì© P2h2 = 0
É�¡-¢³µL¥

σ(h2)2 =
1

2

1ó
−1

y2 dy = 1/3

¨[¶L° $ ªh¬�§:¬"¥2£g®2£¦¬�¶_à�Ò"£g¯Ì©�¥
σ(ha)

¼1¬�ª
a = 21/2m Þ

m ≥ 1
É

½ê©f¶L¬e¹ ¥2µ¤«.«�¨[ª2£gã�©ê¥h¬�«©f§¤ªh¬�§:©�ª2®2£¦©�¥+¬[¼�®2¢L©f®h©�¶³®+«�¨[§ Õzà"à[×�Þ7¹�¢¤£¦º ¢#¹�£gÅgÅ
¨[ÅgÅ¦¬�¹ µL¥¿®h¬!§¤ªh¬�¯Ì© $ ªh¬�§?¬"¥h£g®2£¦¬�¶Íà=É�ë�©�®

I0 = [x∗(a), x∗(a)(1 + 2/a)]
¨[¶L°

I1 =
[−x∗(a), x∗(a)]

Þ¤¹�¢L©�ªh©
x∗(a)

£¦¥)®2¢L©'ò¤Ü=©�°Ê§:¬�£g¶³®%¬[¼
Ta

¬�®2¢L©�ª)®2¢�¨[¶ −1
Þ=£UÉ�©"É

x∗(a) =
a− 1

a+ 1
.

Ó0©CòL¶L©¿®2ª ¨[¶L¥s¼S¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶L¥
φia : Ii → [−1, 1]

±³²

φ1a(x) = − 1

x∗(a)
x

¨[¶L°
φ0a(x) =

a

x∗(a)
x− a− 1.

½ê©¿¢�¨�¯Ì©
ÀY"LÉgÚ�"�Ã

φ−1
1a (x) = −x∗(a)x

¨[¶L°
φ−1

0a (x) =
x∗(a)

a
(x+ a+ 1).
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¡-¢L©�¶Ý¼1¬�ª
1 < a ≤

√
2

®2¢L©�«�¨[§
T 2
a : Ii → Ii

£¦¥'º�¬�¶ �sµ¤Ò³¨[®h©�®h¬
Ta2 : [−1, 1] →

[−1, 1]
/

ÀY"LÉgÚ�ÖÌÃ
Ta2 = φia ◦ T 2

a ◦ φ−1
ia ,¨[¶L°Ê®2¢L©0£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®'°¤©�¶L¥2£g®�²Ê¬[¼

Ta
£¦¥�Ò"£g¯Ì©�¶+±�²

ÀY"LÉgÚ�ìÌÃ
ga(y) =

1

2x∗(a)
(aga2(φ0a(y))1I0(y) + ga2(φ1a(y))1I1(y)).

��298j8 � à: � T
a ∈ (1,

√
2]

)YX�'F>
ÀY"LÉgÚeÛ"Ã

ma =
a− 1

2a
− (a− 1)x∗(a)

2a
ma2

*�>9`
ÀY"LÉgÚ�äÌÃ

(ha + ha ◦ Ta) ◦ φ−1
0a =

(1− a)x∗(a)

a
ha2 .

; ES@g@MT�-Ñé�´�µ�¨[®2£¦¬�¶»ÀY"LÉgÚeÛ"Ã�¼1¬�ÅgÅ¦¬e¹)¥0¼1ªh¬�« ÀY"LÉgÚ�ìÌÃ0¨[¶L° ÀY"LÉgÚ�"�Ã�Þ:¹�¢¤£gÅ¦©+ÀY"LÉgÚ�äÌÃ%£¦¥Ñ¨
°=£gªh©�º�®�º�¬�¶L¥h©�´�µL©�¶Lº�©+¬[¼'®2¢L©+°¤©CòL¶¤£g®2£¦¬�¶ ¬[¼

φ−1
0a

Þ�®2¢L©¾¼U¨�º�®.®2¢�¨[®
I0 ⊂ [0, 1]

Þ�¨[¶L°
ÀY"LÉgÚeÛ"Ã�É

ë�©�®
m ≥ 1

É  L¬�ª
21/2m+1

< a ≤ 21/2m ®2¢L©�ªh©�©CÜ^£¦¥h®
2m

°=£¦¥��2¬�£g¶³®0£g¶³®h©�ª2¯"¨[Å¦¥'£g¶
¹�¢¤£¦ºh¢

ga
£¦¥)¥2®2ª2£¦º�®2Åg²¾§?¬"¥h£g®2£g¯Ì©Ñ¨[¶L°!®2¢L©�²+¨[ªh©¿°¤©CòL¶L©�°+±³²

Y m
j = Φ−1

jm([T 2
a2m (0), Ta2m (0)]),

¹�¢L©�ªh©
Φjm = φ

ima2m−1 ◦ φim−1a2m−2 ◦ · · · ◦ φi2a2 ◦ φi1a
¨[¶L°

j = 1 + i1 + 2i2 + · · · + 2m−1im
Þ
ik = 0, 1

Þ
k = 1, . . . ,m

É�½ê©_¢�¨�¯Ì©
Ta(Y

m
j ) = Y m

j+1

¼S¬�ª
1 ≤ j ≤ 2m − 1

¨[¶L°
Ta(Y

m
2m) = Y m1

É � ¶Ê§�¨[ª2®2£¦º�µ¤ÅN¨[ª�Þ
ÀY"LÉgÚ�îÌÃ

Y m+1
1 = φ−1

0a (Y m
1 )

¼S¬�ª
m ≥ 0,

¹�¢L©�ªh©
Y 0

1 = [T 2
a2(0), Ta2 (0)]

É
��298j8 � "9: � '! >n'

ÀY"LÉzç"ðÌÃ
hr,a =

1√
r

r−1∑

k=0

ha ◦ T ka
T�@�E

r ≥ 1, a ∈ (1, 2].

� '�)
m ≥ 0

*_>9`
r = 2m

- � T
21/4r < a ≤ 21/2r )YX�'F>

ÀY"LÉzç=ÚeÃ ó
Ym+1

1

h2r,a(y)h2r,a(T
2rn
a (y)) νa(dy)

=
(1− a)2x∗(a)2

22a2

ó
Ym1

hr,a2(y)hr,a2(T rna2 (y)) νa2(dy)

T�@�E�*�,Y,
n ≥ 0

-
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; ES@g@MT�-� `£gªh¥2®)¬�±L¥h©�ª2¯Ì©¿®2¢�¨[®

ÀY"LÉzç"çÌÃ
h2r,a =

1√
r

r−1∑

k=0

h2,a ◦ T 2k
a .

ë�©�®
n ≥ 0

É=ß�£g¶Lº�©
φ−1

0a (φ0a(y)) = y
¼S¬�ª

y ∈ [−1, 1]
ÞL¨Ðºh¢�¨[¶¤ÒÌ©¿¬[¼�¯�¨[ª2£N¨[±¤Å¦©�¥7µL¥2£g¶¤Ò

ÀY"LÉgÚ�îÌÃ�¨[¶L°ÂÀY"LÉgÚ�ìÌÃ-Ò"£g¯Ì©�¥
ÀY"LÉzç"àÌÃ ó

Ym+1
1

h2r,a(y)h2r,a(T 2rn
a (y)) νa(dy)

=
1

2

ó
Ym1

h2r,a(φ
−1
0a (y))h2r,a(T 2rn

a (φ−1
0a (y))) νa2 (dy).

½ê©�¢�¨�¯Ì©
T 2k
a ◦φ−1

0a = φ−1
0a ◦T ka2

¼S¬�ª7¨[ÅgÅ
k ≥ 0

±³²ÝÀY"LÉgÚ�ÖÌÃ�ÉÌ¡-¢³µL¥
T 2rn
a ◦φ−1

0a =

φ−1
0a ◦ T rna2

¨[¶L°!¼1ªh¬�«ÄÀY"LÉzç"çÌÃ7£g®�¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹)¥�®2¢�¨[®

h2r,a ◦ φ−1
0a =

1√
r

r−1∑

k=0

h2,a ◦ φ−1
0a ◦ T ka2 .

Á7²¾ë�©�«.«�¨à�¹�©Ñ¬�±¤® ¨[£g¶

h2,a ◦ φ−1
0a =

(1− a)x∗(a)√
2a

ha2 .

¸'©�¶Lº�©
h2r,a ◦ φ−1

0a =
(1− a)x∗(a)√

2a
hr,a2 ,

¹�¢¤£¦ºh¢�Þ�¹�¢L©�¶4¥2µ¤±L¥2®2£g®2µ¤®h©�°+£g¶³®h¬©�´�µ�¨[®2£¦¬�¶ÍÀY"LÉzç"àÌÃ�ÞLº�¬�«.§¤Å¦©�®h©�¥�®2¢L©¿§¤ªh¬^¬[¼sÉ
; ES@g@MT�@ST ; EM@LN�@�J A ) A @�>���-  `£gªh¥2®�Þ¤¹�©Ñ¥2¢L¬�¹ ®2¢�¨[®)£�¼

m ≥ 1
¨[¶L°

21/2m+1
< a ≤

21/2m ®2¢L©�¶
ÀY"LÉzçD"�Ã

σ(ha) =
σ(ha2m )√
2m a2m−1

m−1∏

k=0

x∗(a2k)(a2k − 1).

ë�©�®
m ≥ 1

¨[¶L°
21/2m+1

< a ≤ 21/2m É5ß�£g¶Lº�©>®2¢L©¿®2ª ¨[¶L¥2¼1¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶
Ta

£¦¥%¨�¥2²^«.§=Ë
®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²!§?©�ª2£¦¬^°=£¦º¿¹�£g®2¢+§:©�ª2£¦¬^°

2m
Þ¤¡-¢L©�¬�ªh©�« ".Ò"£g¯Ì©�¥

σ(ha)
2 = 2m

( ó
Ym1

h2
2m ,a(y) νa(dy)+2

∞∑

j=1

ó
Ym1

h2m,a(y)h2m ,a(T
2mj
a (y)) νa(dy)

)
.

½ê©¿¢�¨�¯Ì©
a2 ∈ (21/2m , 21/2m−1

]
¨[¶L°+®2¢L©¿®2ª ¨[¶L¥2¼1¬�ª2«�¨[®2£¦¬�¶

Ta2
£¦¥%¨�¥h²�«.§¤®h¬�®2£¦º�¨[ÅgÅg²

§:©�ª2£¦¬�°=£¦ºÑ¹�£g®2¢4§:©�ª2£¦¬�°
r = 2m−1 É� Lªh¬�« ÀY"LÉzç=ÚeÃ�¹�£g®2¢

r = 2m−1 ¨[¶L°_¡-¢L©�¬�ªh©�« "
£g®-¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹)¥)®2¢�¨[®

σ(ha)
2 =

(a− 1)2x∗(a)2

2a2
σ(ha2)2.
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¡-¢³µL¥¿©�´�µ�¨[®2£¦¬�¶ ÀY"LÉzçD"�Ã�¼S¬�ÅgÅ¦¬�¹)¥0£g«.«©�°=£N¨[®h©�Åg²_±³²_¨[¶Ý£g¶L°=µLº�®2£¦¬�¶Â¨[ª2Ò"µ¤«©�¶³®>¬�¶
m

É
 `£g¶�¨[ÅgÅg²ÌÞ=¼S¬�ª)©�¨�ºh¢

k = 0, . . . ,m− 1
¹7©¿¢�¨�¯Ì©

x∗(a2k)(a2k − 1) =
a2k − 1

a2k + 1
(a2k − 1) =

(a2k − 1)3

a2k+1 − 1¨[¶L°Ê©�´�µ�¨[®2£¦¬�¶ÂÀY"LÉgÚ�çÌÃ�¢L¬�Å¦°¤¥�ÉLß�£g¶Lº�©
a2m >

√
2

®2¢L©%¼ µ¤¶Lº�®2£¦¬�¶
fa2m

£¦¥7¹7©�ÅgÅ�°¤©CòL¶L©�°
¨[¶L°

ó
ha2m (y)fa2m (y) νa2m (dy) =

∞∑

n=0

ó
ha2m (y)ha2m (T na2m (y)) νa2m (dy),

¹�¢¤£¦ºh¢Ýº�¬�«.§¤Å¦©�®h©�¥)®2¢L©¿§¤ªh¬^¬[¼2É

� ���$(����`��� �4��&Ñ�����������)�� ( + -����,+ -'*7� � (	��� -'*1�c� 

; ES@g@MTQ@ST ; EM@LN�@DJ A ) A @�> ��->½ê©Ê¹�£gÅgÅ�§¤ªh¬e¯Ì©ÍÀSà=ÉgÚeÃ�£g¶L°=µLº�®2£g¯Ì©�Åg²ÌÉ � ¼

n = 1
¨[¶L°

q = 1
®2¢L©�¶+¹�©>¢�¨�¯Ì©
‖f‖2 ≤ ‖f − UTPT f‖2 + ‖UTPT f‖2 = ‖f − UTPT f‖2 +∆1(f)

±³²Ð®2¢L©-£g¶³¯"¨[ª2£N¨[¶Lº�©�¬[¼
ν

µ¤¶L°¤©�ª
T

É�í%¬e¹ ¨�¥h¥2µ¤«©7®2¢�¨[®�ÀSà=ÉgÚeÃ�¢L¬�Å¦°¤¥`¼1¬�ª�¨[ÅgÅ
n < 2q−1 É `£�Ü

n
Þ
2q−1 ≤ n < 2q

É¤Á7²¾®2¢L©¿®2ª2£N¨[¶¤Ò"Å¦©¿£g¶L©�´�µ�¨[Åg£g®�²

max
1≤k≤n

∣∣∣
k−1∑

j=0

f ◦ T j
∣∣∣ ≤ max

1≤k≤n

∣∣∣
k−1∑

j=0

(f − UTPT f) ◦ T j
∣∣∣À,!�ÉgÚeÃ

+ max
1≤k≤n

∣∣∣
k−1∑

j=0

UTPT f ◦ T j
∣∣∣.

½ê©0òLªh¥2®)¥h¢L¬�¹#®2¢�¨[®
À,!�ÉzçÌÃ ∥∥∥ max

1≤k≤n

∣∣∣
k−1∑

j=0

(f − UTPT f) ◦ T j
∣∣∣
∥∥∥

2
≤ 3
√
n ‖f − UTPT f‖2.

# ±L¥h©�ª2¯Ì©¿®2¢�¨[®

max
1≤k≤n

∣∣∣
k−1∑

j=0

(f − UTPT f) ◦ T j
∣∣∣ ≤

∣∣∣
n−1∑

j=0

(f − UTPT f) ◦ T j
∣∣∣

+ max
1≤k≤n

∣∣∣
k∑

j=1

(f − UTPT f) ◦ T n−j
∣∣∣.

ß�£g¶Lº�© PT (f − UTPT f) = 0
Þ¤¹�©Ñ¥h©�©0®2¢�¨[®

∥∥∥
n−1∑

j=0

(f − UTPT f) ◦ T j
∥∥∥

2
=
√
n ‖f − UTPT f‖2.
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 L¬�ª`©�¯Ì©�ª2²

n
®2¢L©�¼S¨[«.£gÅg² {∑k

j=1(f−UTPT f)◦T n−j : 1 ≤ k ≤ n} £¦¥`¨-«�¨[ª2®2£g¶¤Ò³¨[Å¦©
¹�£g®2¢8ªh©�¥2§:©�º�®Ê®h¬ {T−n+k(B) : 1 ≤ k ≤ n} É�¡-¢�µL¥Ê±³²<®2¢L©ÏÓ0¬�¬�±8«�¨�Ü=£g«�¨[Å
£g¶L©�´�µ�¨[Åg£g®�²
∥∥∥ max

1≤k≤n

∣∣∣
k∑

j=1

(f − UTPT f) ◦ T n−j
∣∣∣
∥∥∥

2
≤ 2
∥∥∥

n∑

j=1

(f − UTPT f) ◦ T n−j
∥∥∥

2

= 2
√
n ‖f − UTPT f‖2,¹�¢¤£¦ºh¢Ýº�¬�«.§¤Å¦©�®h©�¥)®2¢L©¿§¤ªh¬^¬[¼�¬[¼>À,!�ÉzçÌÃ�É

í'¬�¹ º�¬�¶L¥h£¦°¤©�ª¿®2¢L©.¥h©�º�¬�¶L°f®h©�ª2« ¬�¶f®2¢L©�ª2£gÒ"¢³®sËU¢�¨[¶L°Â¥h£¦°¤©�¬[¼�À,!�ÉgÚeÃCÉ:½Ïª2£g®2£g¶¤Ò
n = 2m

¬�ª
n = 2m+ 1

²�£¦©�Å¦°¤¥

À,!�ÉzàÌÃ
max

1≤k≤n

∣∣∣
k−1∑

j=0

UTPT f ◦T j
∣∣∣ ≤ max

1≤l≤m

∣∣∣
l−1∑

j=0

f1 ◦ T 2j
∣∣∣+ max

0≤l≤m

∣∣∣UTPT f ◦T 2l
∣∣∣,

¹�¢L©�ªh©
f1 = UT 2PT f +UTPT f

É=¡�¬.©�¥2®2£g«�¨[®h©¿®2¢L©0¶L¬�ª2« ¬[¼�®2¢L©¿¥ ©�º�¬�¶L°!®h©�ª2« ¬�¶
®2¢L©¿ª2£gÒ"¢�®sËU¢�¨[¶L°4¥2£¦°¤©¿¬[¼ÐÀ,!�ÉzàÌÃCÞL¬�±L¥h©�ª2¯Ì©¿®2¢�¨[®

max
0≤l≤m

|UTPT f ◦ T 2l|2 ≤
m∑

l=0

|UTPT f ◦ T 2l|2,
¹�¢¤£¦ºh¢_Å¦©�¨�°¤¥�®h¬
À,!�É "�Ã ‖ max

0≤l≤m
|UTPT f ◦ T 2l| ‖2 ≤

√
m+ 1 ‖PT f‖2,

¥2£g¶Lº�©
ν

£¦¥'£g¶�¯�¨[ª2£N¨[¶�®¿µ¤¶L°¤©�ª
T

É� ¤µ¤ª2®2¢L©�ª�Þ�¥2£g¶Lº�©
m < 2q−1 Þ5®2¢L©Ñ«©�¨�¥hµ¤ªh©

ν
£¦¥%£g¶=Ë

¯"¨[ª2£N¨[¶³®(µ¤¶L°¤©�ª
T 2 Þ�¨[¶L° f1 ∈ L2(Y,B, ν)

ÞÌ¹�©�º�¨[¶ÇµL¥h©�®2¢L©�£g¶L°=µLº�®2£¦¬�¶�¢³²^§:¬�®2¢L©�¥2£¦¥�É
½ê©¿®2¢�µL¥�¬�±¤® ¨[£g¶
∥∥∥ max

1≤l≤m

∣∣∣
l−1∑

j=0

f1 ◦ T 2j
∣∣∣
∥∥∥

2
≤ √m (3‖f1 − UT 2PT 2f1‖2 + 4

√
2∆q−1(f1)).

½ê©¿¢�¨�¯Ì©
f1 − UT 2PT 2f1 = UTPT f − UT 2PT 2f

Þ=±³²ÂÀSç=ÉzçÌÃCÞ¤¹�¢¤£¦º ¢+£g«.§¤Åg£¦©�¥
‖f1 − UT 2PT 2f1‖2 ≤ ‖PT f‖2 + ‖PT 2f‖2 ≤ 2‖PT f‖2,¥2£g¶Lº�© PT £¦¥�¨�º�¬�¶�®2ª ¨�º�®2£¦¬�¶�É�½ê©Ñ¨[Å¦¥ ¬�¢�¨�¯Ì©

∆q−1(f1) =

q−2∑

j=0

2−j/2
∥∥∥

2j∑

k=1

PkT 2f1

∥∥∥
2

=

q−2∑

j=0

2−j/2
∥∥∥

2j∑

k=1

P2k
T f1

∥∥∥
2

=

q−2∑

j=0

2−j/2
∥∥∥

2j∑

k=1

P2k
T (UT 2PT f + UTPT f)

∥∥∥
2

=

q−2∑

j=0

2−j/2
∥∥∥

2j+1∑

k=1

PkT f
∥∥∥

2
=
√

2 (∆q(f)− ‖PT f‖2).
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¡-¢L©�ªh©C¼S¬�ªh©
∥∥∥ max

1≤l≤m

∣∣∣
l−1∑

j=0

f1 ◦ T 2j
∣∣∣
∥∥∥

2
≤ √m (8∆q(f)− 2‖PT f‖2),

¹�¢¤£¦ºh¢ º�¬�«Ñ±¤£g¶L©�° ¹�£g®2¢ À,!�ÉgÚeÃ¾®2¢¤ªh¬�µ¤Ò"¢ À,!�É "�Ã+¨[¶L°#®2¢L©Ï¼U¨�º�®+®2¢�¨[® √
m+ 1 ≤√

2m ≤ √n Å¦©�¨�°¤¥)®h¬
∥∥∥ max

1≤k≤n

∣∣∣
k∑

j=1

f ◦ T n−j
∣∣∣
∥∥∥

2
≤ 3
√
n ‖f − UTPT f‖2 +

√
m+ 1 ‖PT f‖2

+
√

2m (4
√

2∆q(f)−
√

2‖PT f‖2)

≤ √n (3‖f − UTPT f‖2 + 4
√

2∆q(f)).

� ���$(����`�����¾� ��� ( *1�,+Â�c�e�1��� �)-L����� +���-¤�[�.-���*�(
η
�  `£g¶�¨[ÅgÅg²ÌÞ�¹�©Ò"£g¯Ì©�¨

¥h©�ª2£¦©�¥)©CÜ=§�¨[¶L¥2£¦¬�¶4¬[¼
Eν(h̃

2 | I)
£g¶+¡-¢L©�¬�ªh©�« Ú0£g¶+®h©�ª2«¥)¬[¼

h
¨[¶L°!£g®h©�ª ¨[®h©�¥�¬[¼

T
É

� 5�4 
4�������Y4�� "9: * KgN;N�@DJ�'
h ∈ L2(Y,B, ν) i A )YX ô

h(y) ν(dy) = 0
A J�JFK�]FX

)YX	*_)

À1Á0ÉgÚeÃ ∞∑

j=0

2−j/2
∥∥∥

2j∑

k=1

PkTh
∥∥∥

2
<∞.

� X�'F>a)YX�'�T�@�,U,.@ i A >�P=, A G A ) ' � A J�)YJ A > L1 /
À1Á0ÉzçÌÃ

lim
n→∞

Eν(S2
n | I)

n
= Eν(h

2 | I) +

∞∑

j=0

Eν(S2jS2j ◦ T 2j | I)

2j
,

i X�'FE�' I A J+)YX�' σ / *�,cP;' < EM* @ST+*_,U, T /BA >Ce*_E A *�>�)nJg'�)YJ *_>9`
Sn =

∑n−1
j=0 h◦T j

Þ
n ∈ N -� @�E�'M@�C�'FE^Þ A T

h̃ ∈ L2(Y,B, ν)
A JOJFK�]�Xd)YX�*_) PT h̃ = 0

*�>9`
∥∥∥∥

1√
n

n−1∑

j=0

(h− h̃) ◦ T j
∥∥∥∥

2

→ 0
*DJ
n→∞

)YX�'F>
À1Á0ÉzàÌÃ

Eν(h̃
2 | I) = lim

n→∞
Eν(S2

n | I)

n
.

; ES@g@MT�->½ê©.òLªh¥2®Ñ§¤ªh¬�¯Ì©®2¢�¨[®Ð®2¢L©¥h©�ª2£¦©�¥Ð¬�¶ê®2¢L©ª2£gÒ"¢�®sËU¢�¨[¶L°Í¥2£¦°¤©�¬[¼ÇÀ1Á'ÉzçÌÃ¿£¦¥
º�¬�¶³¯Ì©�ª2ÒÌ©�¶�®%£g¶

L1(Y,B, ν)
É?ß�£g¶Lº�© I ⊂ T−2j (B)

¼1¬�ª�¨[ÅgÅ
j
Þ¤¹7©>¥h©�©0®2¢�¨[®

Eν(S2jS2j ◦ T 2j | I) = Eν(Eν(S2jS2j ◦ T 2j |T−2j (B)) | I).
!'¥

S2j ◦ T 2j £¦¥
T−2j (B)

ËU«©�¨�¥2µ¤ª ¨[±¤Å¦©Ð¨[¶L°+£g¶³®h©�Ò"ª ¨[±¤Å¦©Ð¹�©¿¢�¨�¯Ì©

Eν(S2jS2j ◦ T 2j |T−2j (B)) = S2j ◦ T 2jEν(S2j |T−2j (B)).
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Eν(S2j |T−2j (B)) = U 2j

T P2j

T S2j
¼1ªh¬�« ÀSç=ÉzçÌÃ�É9m7¬�¶L¥h©�´�µL©�¶³®2Åg²ÌÞ

À1Á0É "�Ã
Eν(S2jS2j ◦ T 2j | I) = Eν

(
S2j

2j∑

k=1

PkTh
∣∣∣ I
)
.

ß�£g¶Lº�©¿®2¢L©>º�¬�¶L°=£g®2£¦¬�¶�¨[Å`©CÜ^§:©�º�® ¨[®2£¦¬�¶4¬�§:©�ª ¨[®h¬�ª)£¦¥�¨�º�¬�¶�®2ª ¨�º�®2£¦¬�¶_£g¶
L1 Þ=¹�©¿¢�¨�¯Ì©

‖Eν(S2jS2j ◦ T 2j | I)‖1 ≤
∥∥∥S2j

2j∑

k=1

PkTh
∥∥∥

1
,

¹�¢¤£¦ºh¢�Þ�±³²¾®2¢L©�m-¨[µLºh¢�²��=ß^º ¢³¹-¨[ª2ã.£g¶L©�´³µ�¨[Åg£g®�²ÌÞLÅ¦©�¨�°¤¥�®h¬

‖Eν(S2jS2j ◦ T 2j | I)‖1 ≤ ‖S2j‖2
∥∥∥

2j∑

k=1

PkTh
∥∥∥

2
.

ß�£g¶Lº�© ‖S2j‖2 ≤ ‖max1≤l≤2j |Sl| ‖2
Þ)®2¢L©�¥h©�´�µL©�¶Lº�© ‖S2j‖2/2j/2

£¦¥4±:¬�µ¤¶L°¤©�°�Þ
±³²ÂÀ1Á0ÉgÚeÃCÞLë�©�«.«�¨ç=Þ�¨[¶L° $ ªh¬�§:¬"¥2£g®2£¦¬�¶ÂÚ"É¤¸'©�¶Lº�©

∞∑

j=0

‖S2j‖2‖
∑2j

k=1 PkTh‖2
2j

≤ C
∞∑

j=0

‖∑2j

k=1 PkTh‖2
2j/2

<∞,

¹�¢¤£¦ºh¢_§¤ªh¬�¯Ì©�¥�®2¢L©>º�¬�¶³¯Ì©�ª2ÒÌ©�¶Lº�©Ñ£g¶
L1 ¬[¼�®2¢L©>¥h©�ª2£¦©�¥�£g¶ÂÀ1Á0ÉzçÌÃ�É

½ê©>¶L¬�¹#§¤ªh¬e¯Ì©>®2¢L©¿©�´�µ�¨[Åg£g®�²!£g¶ÍÀ1Á0ÉzçÌÃCÉ5ß�£g¶Lº�©

S2
2m = (S2m−1 + S2m−1 ◦ T 2m−1

)2

= S2
2m−1 + S2

2m−1 ◦ T 2m−1
+ 2S2m−1S2m−1 ◦ T 2m−1

,
¹�©Ñ¬�±¤® ¨[£g¶

Eν(S
2
2m | I) = 2Eν(S

2
2m−1 | I) + 2Eν(S2m−1S2m−1 ◦ T 2m−1 | I),

¹�¢¤£¦ºh¢_Å¦©�¨�°¤¥�®h¬

Eν(S2
2m | I)

2m
= Eν(h

2 | I) +
m−1∑

j=0

Eν(S2jS2j ◦ T 2j | I)

2j
.

¡-¢³µL¥+®2¢L©fÅg£g«.£g®+¬�¶8®2¢L©_Å¦©C¼1®sËU¢�¨[¶L°#¥2£¦°¤©f¬[¼ÂÀ1Á0ÉzçÌÃ¾©CÜ^£¦¥h®h¥�¼S¬�ª!®2¢L©Ï¥2µ¤±L¥h©�´�µL©�¶Lº�©
n = 2m

¨[¶L°f®2¢L©.©�´�µ�¨[Åg£g®�²Ý¢L¬�Å¦°¤¥�É !%¶Ï¨[¶�¨[Åg²=¥2£¦¥>¥h£g«.£gÅN¨[ª¿®h¬Ç®2¢�¨[®¿£g¶Ï®2¢L©�§¤ªh¬^¬[¼7¬[¼
$ ªh¬�§:¬"¥2£g®2£¦¬�¶Âç=ÉgÚ�¬[¼'Õzç"ç[×�¥2¢L¬e¹)¥0®2¢�¨[®0®2¢L©�¹�¢L¬�Å¦©.¥h©�´³µL©�¶Lº�©�£¦¥¿º�¬�¶�¯Ì©�ª2ÒÌ©�¶³®�Þ�¹�¢¤£¦º ¢
º�¬�«.§¤Å¦©�®h©�¥)®2¢L©>§¤ªh¬�¬[¼�¬[¼ÐÀ1Á0ÉzçÌÃCÉ

½ê©Ñ¶L¬�¹ ®2µ¤ª2¶_®h¬.®2¢L©Ñ§¤ªh¬�¬[¼(¬[¼ÐÀ1Á0ÉzàÌÃ�É�ë�©�®
h̃

±?©Ð¥2µLºh¢_®2¢�¨[® PT h̃ = 0
É5Ó'©CòL¶L©

S̃n =
∑n−1

j=0 h̃ ◦ T j
É�ß�µ¤±L¥2®2£g®2µ¤®2£g¶¤Ò

h̃
£g¶�®h¬_À1Á0ÉgÚeÃ-¨[¶L°ÂÀ1Á0É "�Ã7Ò"£g¯Ì©�¥

Eν(h̃
2 | I) = lim

n→∞
Eν(S̃2

n | I)

n
.
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½ê©¿¢�¨�¯Ì©
∥∥∥∥
Eν(S̃

2
n | I)

n
− Eν(S

2
n | I)

n

∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥∥
S̃2
n

n
− S2

n

n

∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥∥
S̃n√
n
− Sn√

n

∥∥∥∥
2

∥∥∥∥
S̃n√
n

+
Sn√
n

∥∥∥∥
2±³²Ð®2¢L©�¸%ï�Å¦°¤©�ª�£g¶L©�´�µ�¨[Åg£g®�²ÌÞ"¹�¢¤£¦º ¢£g«.§¤Åg£¦©�¥)À1Á0ÉzàÌÃ�¹�¢L©�¶º�¬�«Ñ±¤£g¶L©�°.¹�£g®2¢.®2¢L©-©�´�µ�¨[Å�Ë

£g®�²
∥∥∥
n−1∑

j=0

h̃ ◦ T j
∥∥∥

2
=
√
n ‖h̃‖2,

¨[¶L°Ê®2¢L©>¨�¥h¥hµ¤«.§¤®2£¦¬�¶
∥∥∥∥

1√
n

n−1∑

j=0
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